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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ В СВЯЗИ 
С ЕГО АНАЛИТИЧЕСКИМ ПРЕДСТАВЛЕНИЕМ 


(Представлено академиком ©. Н. Бернштейном) 


В работе изучен класс В, 9 > 1, субгармонических функций внутри 
единичного шара в направлениях: а) внутренних их свойств; Ъ) свойств 
граничного характера; с) аналитического представления, характеризую- 
щего функции этого класса. Установлено, что при 4 >> 1 функция класса 
В. может быть определена при помощи неравенства 


\ и+1 (Р) 44 < К, т< 1. 


Будем обозначать через и(Р) = ит, 0;, 0., ..., 0,1) субгармониче- 
скую функцию внутри шара с центром в начале координат, радиуса 1, 
пространства р =2 измерений. 

Рассмотрим класс Ва субгармонических функций, определяемых сле- 
дующим условием: 

а (Ва) 
е 
тде (=1, равномерно абсолютно непрерывная функция множества е, 
ЕО И 

В этом условии (Ва) мы через 4% обозначаем элемент единичной 
сферы, через е — любое измеримое множество точек единичной сферы. 

Как известно ("), всякая субгармоническая функция и(Р) класса Ва 
имеет радиальные предельные значения и(@) почти всюду на единич- 
ной сфере, м эти предельные значения и(@) образуют суммируемую 
функцию вместе с и+1 (0). 

Покажем, что условие, необходимое и достаточное для того, чтобы 
субгармоническая функция и (Р) принадлежала классу Ва, будет: 

Ша [и*°(Р) 46 = | +1 (0) ах, 


т>1. 
где и (0) — радиальные предельные значения субгармонической функции 
и(Р) на единичной шаровой поверхности, образующие суммируемую 
функцию вместе с и+" (9). Как выше было замечено, из условия (Ва) 
следует стремление субгармонической функции и(Р) при т—>1 к сум- 
мируемой функции и (9) почти для всех точек @ единичной шаровой 


Ч 
поверхности, причем и+“ (@) тоже суммируема. 
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По известной теореме теории функций действительного переменного 
заключаем: если выполнено условие (Ва}, и, как было отмечено, 
и+7 (Р) — и+7 (0), когда г —> 1, почти всюду на единичной шаровой по- 
верхности, то 


\ и+1 (Р) ав —> \ и+1 (0) ао. 


Обратно, если выполнено последнее условие, где и (@) суммируемые, 
вместе с и+' (0), радиальные предельные значения субгармонической 
функции и(Р), то функция и(Р) принадлежит классу Ва. 

Действительно, согласно условию Иш и+7 (Р) =и+1 (0) почти всюду 


т>1 


й 
на единичной шаровой поверхности и у и+7 (Р) да®— \ и+7 (0) ао. 


Так как функции и*' (Р) =и-+1 (г, 0,, 0., ..., 0,_1) неотрицательны, то, 
пользуясь теоремой Д. Ф. Егорова, легко показать, что при наших 
условиях автоматически будет выполнено соотношение 


\ и+7 (Р) 4® —> \ и+7 (0) а. 


После этого, принимая во внимание, что Ити+7 (Р) =и+7 (0) почти 
т—>1 


всюду на единичной шаровой поверхности, заключаем на основании 
общей теоремы теории функций действительного переменного: 


\ +1 (Р) ао 

е 
есть равномерно абсолютно непрерывная функция множества е для 
г 1, что и требовалось доказать. 

ТЕОРЕМА. Для того чтобы субгармоническая функция и (Р) при- 
надлежала классу Ва, необходимо и достаточно, чтобы ее наилучшая 
гармоническая мажоранта принадлежала этому классу. 

Для доказательства этой теоремы достаточно убедиться, что если 
субгармоническая функция удовлетворяет условию (Ва), то тому же 
условию будет удовлетворять ее наилучшая гармоническая мажоранта. 

Пусть и(Р) субгармоническая функция, удовлетворяющая усло- 
вию (Ва). Покажем, что ее наилучшая гармоническая мажоранта й (Р) 
удовлетворяет тому же условию. 

Так как #(Р)=А (т, 6,, 0., ..., 0»_1) есть наилучшая гармоническая 
мажоранта функции и(Р) во всем единичном шаре, то для всякой 
точки Р имеем: 


»(Р) = Вт и(Р; В), 


где положено 


р (Р.В) =, 0., 8, 9 9,1; Е) 
РР 
2 В — г?) ВР? 
г И ИАН > 4%, (1) 
ое. (В — 28» 0$ 1 | г?) 
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интегрирование распространено на все точки @ (1, @:,0., ..., @р-1) 
——> —> } 
единичной сферы, / — угол между векторами ОР и ОО, О<г- В 1. 


Из (1) имеем, 


-] а 
№4 (РВ) = 22 | и (В, баз ба ею. (2) 


2т” (В — 2Вл с0$ 1 + „2 


Применяя неравенство Гельдера, из последнего соотношения получим 


я 


(В — ›2) Вр? 


> 4. (3) 


2) 
7 


г) 
(р. 2 
й+ (2; В) = ет и-1 (В, 01, 6.2, оо быт.) 
92 (В? — 2Алс0$ 1+ 1") 
Сравнивая с неравенствами (2), мы видим, что (3) справедливо и 
при 
По условию нам дано, что и (В, вл, в., .... @р1)а®ю есть равно- 
е 
мерно абсолютно непрерывная функция для В < 1; отсюда можно за- 
ключить, что 


о В? 2 ВР-?2 
ОВ Ясь брт) ) до = 
В-1 > 
(В? — 2П^с0$ 1 - г?) 
ее +4 1 1—* а 
= ШТ (1, ба, бы. бра. 
(1 — 27 <051 г2)? 
Следовательно, 


1+1 (Р) =Пт #+7(Р; В) < 
Е->1 


(В — 2) ВР-? фо 


р _ 
= —_— 
р 


пней: (Вон. Е) ы 
2? А (В? — 2Влсо$ 1 + = 
ы (55) 1—2 : 
Е (0 Оо бе) > @о 
2? (1 — 270$ 1-Е = 
а Р). 
Итак, 1+7 (Р) < [(и+7; Р), где Г(и+7; Р) обозначает интеграл Пуассона, 
образованный для граничной функции и+7 (1, в, @»,..., ат) в точке Р. 


Из последнего неравенства получим 


( +9 (Р) 4 = тен Р) ди < &, 
е е 
если шезе-^ 1==1 (Е). 
Это заключение сделано потому, что правая часть последнего не- 
равенства равномерно абсолютно непрерывна при г< 1. 
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По доказанной теореме задача об аналитическом представлении суб- 
гармонической функции класса Ва приводится к изучению аналитиче- 
ского представления гармонической функции, принадлежащей тому же 
классу Ва. Докажем, что гармоническая функция класса Ва характе- 
ризуется ее аналитическим представлением при помощи интеграла 
Пуассона-Стильтьеса специального вида, а именно: 


ее иены ое В] 4 (д) 


р 
1— 26051-72)? 


© | з 


т (1 — Эй соз 1 7?) 


где о (ег) >0 имеет производную, почти всюду на единичной сфере рав- 


ную 0, а функция #(0) суммируема вместе с 1+7 (0). 
В самом деле, из формулы (4) следует: 


в (Р) = та |— ле (у 
(1 — 2^с05 


Я. 


Тат ий 
откуда по неравенству и 
ВИ 
й 2 ) 1 — г2 а 
и (Р) => : = +1 (0) до. 
2? (1 — 2* 60$ 1 + ‚р 


Последнее соотношение справедливо при 4 = 1. Отсюда 


+ (Р) 4 = \ Г(Р) 4, 

е е 
где 1(Р) — интеграл Пуассона от положительной суммируемой функ- 
ции. Заметив, что правая часть последнего неравенства представляет 
функцию множества е, абсолютно непрерывную равномерно для г < 1, 
заключаем, что и левая часть обладает тем же свойством. 


Обратно, пусть и (Р) 45 равномерно абсолютно непрерывная 


е 
функция множества е при г < 1. Тогда гармоническую функцию 1 (Р) 
можно представить в виде разности двух неотрицательных гармониче- 
ских функций. Среди всевозможных таких представлений выберем та- 
кое, что А (Р)=р,(Р)=—р.(Р), причем р.(Р) наилучшая гармоническая 
мажоранта субгармонической функции А+ (Р). 


Так как по условию \ й-1 (Р) 4% изображает равномерно абсолютно 
е 


непрерывную функцию для г< 1, то по доказанной выше теореме 


тем же свойством обладает \ р.’ (Р) ао. Если так, то р. (Р) представима 


о 
е 


интегралом Пуассона от граничной функции 1+ (0), причем 1+7 (0) 
суммируема. Последнее заключение сделано потому, что рт(Р) есть 
субгармоническая функция, имеющая на границе суммируемые радиаль- 
ные предельные значения #171 (0) (1). 
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Возвращаясь К соотношению #(Р)=р,(Р) — р.(Р), мы убеждаемся 
в справедливости доказываемого равенства (4). 

Изучаемый здесь класс Ва в случае 4 > 1 может быть охарактери- 
зован другим внутренним свойством, эквивалентным определению. 
В самом деле, покажем, что необходимым и достаточным условием для 
субгармонической функции и(Р) класса Ва, 9 >1, будет 


\ и+1 (Р)%<К, г<4. (5) 


Очевидно, для субгармонической функции определенного здесь класса 
Вх неравенство (5) справедливо. Докажем, что, обратно, если и (Р) 
удовлетворяет неравенству (5), то она принадлежит классу Ва*. 

С этой целью сначала покажем, что наилучшая гармоническая ма- 
жоранта 1 (Р) субгармонической функции и (Р), удовлетворяющей нера- 
венству (5), удовлетворяет тому же условию. Так как й(Р) есть наи- 
лучшая гармоническая мажоранта функции и (Р) во всем единичном шаре, 
то для всякой точки Р имеем 


й (Р) =Нтй(Р; В), 
В-1 . 
где #(Р; В) определяется формулой (1). 


Согласно известной теореме теории функций действительного пере- 
менного можем написать: 


| +1 (Р) ав = | 1 2+9 (Р; В) 4% < па (`1№+“(Р; В) до; (6) 
В-1 


В-1 
< другой стороны, по формуле (3) имеем 


г(2) 2 2) рр? 
меру атСЙ [вн (Па бань) Е > 4%. 
2 (1 — 28 с0$ 1 - г?) 


з 


После этого неравенство (6) запишем так: 


(Вз — г?) ВР до’ 
ХХ 
р 


В -1 


И 
#+‘(Р)ао=< Нш | 45 ССВ [а аз нег. бЪм) 
2? (А?— 2 Вт соз1- и?) 


И Ни а, а, в бро 
В-1 


В силу условия (5) последний предел есть конечное постоянное. 
Итак, мы доказали, что наилучшая гармоническая мажоранта й(Р) 
удовлетворяет условию (5). 

Займемся теперь выяснением аналитического представления гармо- 
нической функции Л(Р), которая по только что доказанному удовлет- 
воряет условию 


и“ (раю ЗК, го (420. 


* Эта теорема не верна для класса В,. См. (2). 
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Очевидно, гарме. 1ескую функцию 1(Р) можно представить в виде 
разности двух неотрицательных гармонических функций. Среди всевоз- 
можных таких представпений выберем такое, что # (Р) =р, (Р) — р. (Р), 
причем р,(Р) наилучшая ‹эрмоническая мажоранта субгармонической 


функции 11 (Р). Так как | 1+1 (Р) ао < К, то по доказанному тому же 
условию удовлетворяет ре (Р) 4%. Итак, 
| ира < К, т< 4. (7) 


Кроме того, р. (0)=1+ (0) и №+1 (9) суммируема. Рассмотрим инте- 
грал Пуассона 


ай 
п: (Р) и 
ре: 


т (1 — 27605 1 - г?) 


р + (0) в о 


[3 


и покажем, что р, (Р)==к,(Р). 
В самом деле, применяя неравенство Гельдера, находим: 


Е 3 
не" | (ИР 
9т? ( 


1 — 21с0$ 1 - г") 


|3 


откуда усматриваем, что | п‘(Р) 4% ограничен для г < 1, т. е. 


| па (Р) 4 К, г<4. (8) 
Из неравенств (7) и (8) заключаем, что 
\ |2, (Р) — п, (Р) “ав < с0вз\ для г< 1. 


Обозначая разность р, (Р) —т,(Р) через 4(Р), мы получаем гармони- 
ческую функцию @(Р), удовлетворяющую условию 


| |4 (Р) |“ 4% < с00зё для г< 1 (4> 1) 


и стремящуюся к нулю почти для всякой точки © единичной сферы, 
когда точка Р стремится по радиусу к точке О. 
Докажем, что в этом случае а (Р) =0, т. е. 


Ра. (Р)==т,(Р). 
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Считая Р фиксированной точкой, отправляемся от формулы 
а(Р) = 4(В, 41, >, .. › бр 1) р а®, (9) 
(В —2А› с0$ 1 - г?) * 
где интегрирование распространено на все точки © (1,41, 4», ..., @»_1) 


единичной сферы, / — угол между векторами ОР и 00, бп 


По теореме Д. Ф. Егорова Иш 4 (В, “1, 4“, ..., Я»_1)=0 равномерно 
Е—1 
ое 
= 2® 
на множестве точек Е единичной сферы, шез Е > —^ _—= =Е>0 


Ре м 


сколь угодно малое число. 


Разбивая интеграл (9) на две части по областям интегрирования Е 


и С(Е), получим: 


В > г 
КР =Вш— ее СО [а О 


- 
2 


А 
СЕ) (В 2Втсо$ 1 - г?) 


Далее, применяя неравенство Гельдера, найдем: 


ы (2 — ‚2) ВР-? 
| |4 (В, “,, а», ..., @р—1) | Е до —< 
С(Е) (В — 28» со 1+ г?) ® 
ы В — г?) ВР 24 пы 
| ИИ о аа “_ | х 
С(Е) (В — 28" ©0511 + г?) * 


ри: р-—2 9—1 
о 
С(Е) (В? — 28» со8 1+ #2) 8 


Так как первый интеграл правой части этого неравенства при В—>1 


остается ограниченным (< С) согласно условию 
\ Га. бб, бр.) во — бой8Ь, 


а второй интеграл стремится при этом к пределу, равному 


$ 1 — 2 


Е 4® = ;(Р), 


ыра 
2 


С(Е) (1 — 2" с0$ 4 -{ г") 


то 


14 (Р)=—© и :) — (15 (Р) =. 


=? 
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Заметив, чло 7,(Р)—>0 вместе с =, мы убеждаемся из последнего 
неравенства в справедливости тождества 4(Р)==0, что и требовалось 
доказать. 

Итак, показано, что в предоставлении #(Р)-== р, (Р) — р» (Р) функция 
р, (Р) определяется формулой Пуассона 


И . 
в" ||. (9) 2 ба 
жж? ( 


1 — 2^с0$ 1 -{ 7?) 


в 3 


Следовательно, для #(Р) имеем следующее аналитическое предста- 


вление: 
н— Е 
®(Р)= СР [во ТЕН до 
2 2 ( 


тв 
1 — 2^ 0$ 1 + 1?) 2 


ро 4$ (е), 
(1 —2^ с0$ 1 - г?) 2 


р. 
г(2) А — 2 
> 


9 2 


где ©(е) = 0 с производной, равной нулю почти всюду на единичной 
сфере, # (©) суммируема вместе с #+1(0). 


Из произведенного выше исследования класса Ва мы уже знаем, 
что полученное представление характеризует гармонические функции, 
принадлежащие этому классу Ва. Следовательно, #(Р) принадлежит 
классу Ва, а потому и субгармоническая функция и (Р), удовлетворяю- 
щая неравенству (5), принадлежит классу Ва, что и требовалось 
доказать. 

Полагая, в частности, и(Р) = |1(2)|, где (2) — аналитическая 


функция внутри единичного круга, мы получаем класс Ве аналитиче- 
Ф 


ских функций: \ 1+1 | (ге) | 48 (4 >1) равномерно абсолютно непре- 
0 
рывная функция аргумента 9, Оо < Жж, для г< 1. 


К этому классу аналитических функций приложима, в частности, 
изложенная теория субгармонических функций класса Ва. Так, всякая 
функция [(2) класса Ва имеет конечные предельные значения по всем 
некасательным путям } (е! 8) почти всюду на единичной окружности *, 


причем 1 |} (ей) | есть суммируемая функция вместе с 11+1 [7 (ей) |. 


* Здесь мы пользуемся тем фактом, что если \п | {(2)| имеет конечные предель- 
ные значения по всем некасательным путям почти всюду на единичной окружности, 
то и } (2) обладает тем же свойством. 
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Далее мы имеем следующее характеристическое свойство функций 
класса Ва: условие, необходимое и достаточное для того, чтобы анали- 
тическая функция }(5) принадлежала классу Ва, будет 


= 


2 2 
та ( шп? | У (ле) 140 = вайя (еп) ) | 49, 
Т—>1 

0 0 


где / (ей) предельные значения аналитической функции }(2) на еди- 
ничной окружности, причем п |} (е 3) | есть суммируемая функция вместе 
с + |1 (28). 

Из предыдущего мы получим также аналитическое представление 
функций (2) класса Ва, его характеризующее, если явно выразим по- 
тенциал Грина и в формуле для ш|}(2)| добавим сопряженную часть. 
Таким путем мы найдем для функций класса Ва: 


7 ==СтЬ (2)ехр > \ шр (6) | _ < 
0 


где 6 (2) — произведение Бляшке, пр (0) суммируема вместе с ш+7р(0), 

9 (9) — функция невозрастающая © производной, равной нулю почти 

всюду, |С.|=1. Очевидно, р (0) =|/(е®)| почти всюду на окружности * 
Наконец, класс Ва при 9 >1 характеризуется условием 


25 


[ныя у (ле) | 40 < К, г< 4. 
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* Здесь мы воспользовались тем фактом, что если |] (2) | —> р (0) почти всюду 


по всем некасательным путям, то и ] (2) —> (ей). 
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Т. Т. РЕТУАГОЕЕ. ЗОВ ОМЕ СГАЗЗЕ ОЕ ЕОМСТГОМ$ ЗОВНАВМОМТ9ОЕЯ 
ЕМ ВКАРРОВТ ЛУЕС ЗА ВЕРВЕЁЗЕХТАТТОХМ АМАГУТ!ООЕ 


ВЕЗОМЕ 


Оп сопз1А6ге Чапз 1е ргёзепь агс]е чипе с]аззе Ва Че Гопсйопз 
зиббагтоп1айез & 1’16меог 4е 1а зрёге ипбаше её 46 тез фраг 1а 
сопа1 оп 

ин (г, 61, бы... бра), 

е 
ой 4 > 1, ез$ ипе Гопсйоп ип Иогтетет$ аЪзоипеть сопипие 4е Репзеше 
еропе 1 

Оп ормепф ипе соп4 оп пёсеззалге еф за зане ротг 1ез гопсопз и (Р) 
де ]а с]аззе Ва её оп сопзётий ип аррате! апа]уйие фай сагас&етзе 
1ез опоопз забБагтоп1лаиез 4е ]1а с]аззе Ва. 

ЕпЙп оп 46тотёте дае ропг 4 > 1 ппе !опсйоп 4е 1а с1аззе Ва реаё 
те аейтле ац шоуей 4е 1’1п6са1146 


| шчч, 6..6... де Е, го & 
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А. Я. ХИНЧИН 


ТЕОРИЯ ЗАТУХАЮЩИХ СПОНТАННЫХ ЭФФЕКТОВ 


(Представлено академиком ©. Н. Бернштейном) 


В статье исследуются условия применимости закона больших чисел 
и предельной теоремы к вероятностной схеме спонтанно возникающих 
и в дальнейшем затухающих физических эффектов. 


1. Введение 


Настоящее исследование посвящено анализу одной вероятностной 
схемы, охватывающей собою большое число задач современной физики 
и техники. 

Допустим, что в известные, случайно обусловленные моменты вре- 
мени наступает некоторый эффект, выражающийся во внезапном возник- 
новении некоторой величины х, значение которой также зависит 
от случая. Число и величина эффектов, возникающих в течение двух 
неперекрывающихся промежутков времени, предполагаются взаимно 
независимыми; вероятностные характеристики этих чисел не меняются 
с течением времени (однородность процесса). Известно, что если пред- 
положить вероятность наступления двух или более эффектов за малый 
промежуток времени ДЁ величиной бесконечно малой относительно ДЕ, 
то вероятность р, того, что в течение единицы времени наступит ровно 
у эффектов, выражается формулой Пуассона 


У 


р -Еы 


ы (у=0:1. 2.5) 


где Л — среднее число эффектов, наступающих в единицу времени. 

Мы допустим, что возможные начальные значения эффектов заклю- 
чены между двумя конечными числами а и 6 и подчиняются в этом 
интервале любому закону распределения Ё(5). Величина эффекта, 
возникшего в некоторый момент 2, с течением времени не остается 
неизменной, а меняется согласно некоторому закону, однозначно опре- 
деляемому начальным значением х эффекта (в частности, не зависящему 
от момента возникновения &,). Мы будем обозначать через } (5,1) вели- 
чину, которую имеет в момент &-- эффект, возникший в момент & 
с начальным значением х. Эта функция выражает собою «затухание» 
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эффекта; относительно природы ее мы ограничимся предположениями ых 
что 


со 


ео М, в) = |0 < С 
0 
для всех х интервала (4,65) и для всех 1, где М и С — положительные 


постоянные; положим еще 


ь 
ИО \» (2) аЕ (1). 


Само собою разумеется, что мы полагаем 
ре Овес Феаае 
Допустим, что суммарная величина эффекта 9(#) в момент # полу- 
чается простой суперпозицией значений, которые к этому моменту 
имеют все ранее возникшие эффекты. Так как мы предполагаем процесс 
простирающимся бесконечно (т. е. от &= — со), то 


$ (И = я 1(х., 1—6) 


представляется бесконечным рядом, где &. — случайные моменты возник- 
новения эффектов, а т, -— соответствующие начальные значения этих 
эффектов. Легко убедиться, что ряд этот абсолютно сходится с вероят- 


ностью 1 в силу предположений, сделанных нами относительно функции 
1(«, 1). В самом деле, 


где 
О 


АЗ! 
Математическое ожидание величины & (1) 


ЕЁ (= УрЕ, & (2), (1) 


где Е, означает математическое ожидание, вычисленное в предположе- 
нии, что в течение промежутка ({—А— 1, #—А) возникло ровно у 
эффектов. Так как в этом предположении каждый из этих у эффектов 
с одинаковой вероятностью может возникнуть в любой момент указан- 


ного промежутка, то 
К-1 


ь 
Е, у [ак (2) \ |1 (2,8) 14, 
а потому в силу (1) к + 


ь В-1 
ВЫ (= [4 (2) \ |1 (2, 2) |4, 
а Е 


* В приложениях очень часто постулируют специальный закон затухания 
ав 
1(2,1) = хе“; иногда это делается без достаточных оснований и без всякой надоб- 


ности. 
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[9 
— 
д 


так как 


со 
Ур. =А. 
у=0 


Таким образом, ряд 
25 ь со 
УЕ» аРе) Г (ь в) 4 < С^ 
РЫ а 0 


сходится, совершенно аналогичным образом мы находим 


ь Е-+1 
ЕВ) фЕЪ (0 =^ЦаР(е) | {еда 


вследствие чего ряд дисперсий 
ь 


ХЕ [Е (1) — ЕЁ (Р} = а (2) \ {бе} < АМС 
а 0 
также сходится; а так как величины &, (1) и & (1 при Ё-Е[ взаимно 


со 


независимы, то ряд У &(1) по известным признакам действительно 
®—=0 


сходится с вероятностью 1. В силу однородности процесса величина 9 (1) 
имеет, разумеется, один и тот же закон распределения для всех зна- 
чений +. Основным объектом, интересующим здесь прикладные науки, яв- 
ляется поведение «среднего эффекта» 


как случайной величины при больших значениях #. В частности, авторы 
пытаются установить наличие закона больших чисел, т. е. существова- 
ние такого числа а, что вероятность 
РО (—а| >=} —>0 

при {—> <, при любом =>0. Однако. делается это, как правило, 
весьма кустарными способами, одновременно излишне громоздкими и 
логически небезупречными. Так, в недавно появившейся статье 
Роуланда (1) автор избегает понятия математического ожидания и вы- 
нужден поэтому пользоваться чрезвычайно громоздким аппаратом эмпи- 
рических средних; вместе с тем он без достаточных оснований заменяет 
интегралы функции $(1), взятые по двум неперекрывающимся интер- 
валам, взаимно независимыми случайными величинами. 

Между тем, с точки зрения современных методов теории вероятно- 
стей, изучение асимптотических свойств величины И (1) является очень 
несложной проблемой. Решение этой проблемы, идущее значительно 
дальше намеченных до настоящего времени результатов, и составляет 
собою содержание настоящей статьи. 


2. Характеристическая функция величины 0 (1) 

Заметим прежде всего, что если бы интегралы случайной функции 
$3 (1), распространенные на неперекрывающиеся между собою промежутки 
времени, были взаимно независимы, то задача не требовала бы ника- 
кого специального исследования, и ее решение автоматически выте- 
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кало бы из хорошо известных свойств сумм взаимно независимых 
случайных величин. Но на самом деле раз возникший эффект продол- 
жает, хотя и в постепенно ослабевающем виде, свое действие, и это 
создает взаимную зависимость между упомянутыми интегралами. Однако, 
благодаря затуханию эффекта (абсолютная интегрируемость функции 
1(2, 1)), эффекты, возникшие в какой-либо промежуток времени, будут 
оказывать на величину функции 9(Р) в другом, весьма отдаленном 
промежутке времени лишь незначительное влияние, так что значения 
функции 9(1) в двух весьма отдаленных промежутках времени мы 
можем рассматривать как почти независимые между собою. Это дает 
основание предполагать, что основные закономерности, имеющие место 
для средних арифметических большого числа взаимно независимых 
случайных величин, будут справедливы и для интересующей нас 
функции 0 (1. 

Решение поставленной нами задачи без принципиальных затруднений 
может быть получено элементарными методами. Однако, значительно 
более кратким является путь, основанный на применении характери- 
стических функций. Поэтому мы начнем с отыскания характеристиче- 
ской функции 


и; (5) =Е {его} 
случайной величины П((®. Положим 


й 
$» (#2) = Е = > 
О 


так что 


Е ы 
обозначим через и‘ › (=) характеристическую функцию величины ОП» (№: 


со 
и (=) = Е{ейбь (о } = Уре) 


(здесь и в дальнейшем мы пользуемся обозначениями, введенными 
в разделе 1); но 


Е р 
|) (х,о-—4,) ав ь +1 «Г (5-м) а", 
В, (еь о) = {Е ани е * та) | две } 
< ы 
а Е 


откуда 


С 
1 - Г, (ху о-и) 45 г 
ею 


|. 
|) Е-1 Е. 1 (х,-—и) ав 
—=ехр Ха (2) выь 1 а ри ; 


) 


=— 
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а так как величины О» (1) с различными А взаимно независимы, то 


Й 
и. |! (х,о—и) аъ 


ь + со 
и. (2) — Гы) р ^(аР (2). аи {о * а 


а —© 
Это и есть выражение характеристической функции величины 0 (}). 
Могущие здесь возникнуть вопросы сходимости легко разрешаются 
в силу сделанных нами допущений о функции ] (5,1) тем же способом 
как в разделе 1. 


7 


3. Закон больших чисел 
Пользуясь формулой (2), найдем прежде всего моменты первых двух 
порядков величины О (1). Имеем 


ъ 5 ЧЕ [убьо-м) аъ а 


и: (2) = ин (2) \аР(2) ( аи{е о тои) 45}, 
а —< 0 
причем законность дифференцирования вытекает из того, что интеграл 
правой части сходится равномерно относительно 2 на всей веществен- 
ной оси. В частности, 
ь оо 


в: 
и: (0) = \ 4 (2)-- | 45 \ (2, о — и) да=й (т (=) аР (2) = Йт. 


8—><с 


а —с 


Далее, | 
: : и; (2) и; (2 : 
и} (2) — и (0) = {ин (2) — ет РЕНО). 
Так как очевидно 
и: (3) —1 и (2) 


О Иен 
и, с другой стороны, 
ам (2) \ 
Па ь ау (0) = 
( и 
ь Чо | т | 
— ША и ие 

2—0 > 5 


1 2 


НЕ ееы а р—и) 4} 


—с 
{где законность перехода к .пределу под знаком интеграла снова не 
вызывает сомнений), то существует 


но и. )? 
и (0) = — №? — и (4Р(а) \ И, з 


Это же, как известно, показывает для величины И (1) существование 
момента второго порядка 
Е{02 (#)} =— 1 (0), 


ИМЕН, Серия математич., № 3 ь 2 
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а следовательно, и момента первого порядка 
в 
Е{ И (} = (0) =Ат; 
отсюда дисперсия величины О (1) ть 


(1) =Е{0?(1)} — {ЕП оао а вв { Иер и) 4}. 


—© 


В силу неравенства Чебышева, для доказательства закона больших 
чисел в виде 

Р41И ()—Ат| >=} 0 (#— 5) 
достаточно показать, что 


02(1)->0 (> 0). (3) 
Но 
й оо 1 о 
О = аЕ (2) (а ве, — и) | 46. [Диод о} 
со 35. 


„дер а }ИУ(вь о — и) |4 


—© 


2 (2) аЕ (1) < —— 


откуда и следует соотношение (3). Таким образом, величина 0 (1) под- 
чиняется закону больших чисел. 

Мы можем, однако, высказать еще более сильное утверждение: 
с вероятностью равной единице имеет место соотношение 
; (К —>Ат (1-> 0) 
(усиленный закон больших чисел). Без всяких вычислений мы можем 
заключить это из следующих соображеный: исследуемый нами процесс 
является стационарным *, а для всякого стационарного процесса в силу 
известной теоремы Биркхоффа (?) величина 0 (1) с вероятностью 1 стре- 
мится при { —> со к некоторому пределу (который, вообще говоря, может 
зависеть от случая). В нашем процессе, как мы показали, величина 0 ( #) 
по4о Вегпоиапо стремится к Лт (закон больших чисел); следова- 
тельно, существующий в силу теоремы Биркхоффа предел ее с вероят- 
ностью 1 должен совпадать с Ат. 


| 


| > 


Е. 
еее 


4. Предельная теорема 
Аналогия между величиной 0 (1) и средним арифметическим возра- 
стающего числа взаимно независимых случайных величин простирается, 
однако, значительно дальше, чем это устанавливает закон больших 
чисел. Мы покажем теперь, что при весьма широких предположениях 
уклонение 0 (1) —Лт, после нормирования его посредством деления 


на среднее квадратическое отклонение Д({), подчиняется в пределе 
закону Гаусса 


в 1 
4 в 
(=) = т (е В 


* Т. е. вероятностный режим одинаков для двух любых промежутков времени 
одинаковой длины. 
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т. е. что для величины 0({) имеет место так называемая центральная 

предельная теорема теорий вероятностей. Так как характеристическая 
о: 

функция закона Гаубса естье °” ,‚ то мы должны будем показать, что 

характеристическая функция 


_ ит 
2(0 5 
7 т ее. 
1 2 
0 (0 —1т р 
величины ——_—— при {—> оо имеет своим пределом функцию е о 


р (0 
или, что то же, 


т 5 1 
—Ро Ни, (д) —57 (Е — <) 


равномерно в любом конечном интервале величины 5. Мы покажем, 
что это соотношение будет иметь место во всех случаях, когда 
д -><о (1-—>0) 

— условие, аналогичное требованию безграничного возрастания 
дисперсии для случая суммы возрастающего числа взаимно независимых 
случайных величин (где это требование служит необходимым и доста- 
точным условием применимости предельной теоремы при весьма широ- 
ких прочих предположениях). В силу рвы (2) ($ 2) 


ы т о [а цао 
ши: (т)= каре ры : и. 


о 2—и) 45 й 
мы т 2—1) 45 


2 


1 
У Е 4} 


Г| = [3 ь 


вр { Ц 5—и) 4%} ы 


где Г — абсолютная постоянная; с У. стороны, 


ь + со 
фар (2) \ аи\- прин» = 
з К ь те 
=и (42) 4 (2) (7(е, 5 а} = 
0 а —с 


Ааа ба ее Мвье-ю |=- =, 


—© 
поэтому 
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5 ы Е се) а (К (то —и)аь | 


__ +в (5 ПО += ) \ 
ь оо 1 2 оо 
и \ 9 (2) | аи (у 5—п)аь} Ил», 5) аз 
_ ге пе т 
=-яри | №) 4) | аи у (2, в — и) =} 
а — со 0 
СГ |= 


= т - 
Таким образом, если при #& —> со 
0 (> с, 
то мы действительно имеем равномерно в любом конечном интервале 
переменной 5 


28 
— (т = == ((—> <), 
чем предельная т и доказана. 
Посмотрим теперь несколько ближе, что означает условие 
Ф(->ю (1-0). 
Мы имеем при любом А > 0 
ь со 
120? (#) =А ар (2) ) 


2 


ди та о — и) 45} 


и 2 


аЕ (=). и и 


ыы Ен 5) в Е (1) 
Е: т, р ее =). 


Но при # —> со 
а 


\ 7 (%, $) 48 —>т (х), 
0 
и, следовательно, при достаточно большом # 


вр > АА { бы (4Е (а) —=} 


а 
2 


=^4{[ рае —} 


=АА(т?—е), 


где =— как угодно малое положительное число. Так как при этом А 
может быть выбрано сколь угодно большим, то условие т-Е2 0 доста- 
точно для того, чтобы ЁЛ (1) —> со при #—> 0, а следовательно, как мы 
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знаем, и для справедливости предельной теоремы. Таким образом, пре- 
дельная теорема в изучаемой нами схеме имеет место всякий раз, 


когда величина т, выражающая собою среднее значение (т. е. матема- 
со 


тическое ожидание) интегрального привзноса (т. е. величины \у (2, =) 45) 
0 
единичного эффекта, отлична от нуля. При этом из нашего вывода 
в достаточной степени очевидно, что условие это ни в коей мере 
не является необходимым для применимости предельной теоремы; 


она может иметь силу и при условии, что т(х2)=0 для любого т; 
А 
важно только, чтобы интеграл \ / (2, $) 42 при А->‹ не стремился 
0 
к нулю слишком быстро; ибо если это стремление происходит с доста- 
$ 


точной быстротой, то в определении величины \ 3) и осязательным 


0 
образом принимают участие лишь эффекты, возникшие либо незадолго 
до момента 0, либо незадолго до момента #, все же остальные при 


интеграции дают ничтожно малые величины; вследствие этого закон 
й 


распределения, а потому и дисперсия #20? (+) величины ( $ (1) 4и с ростом Ё 
0 
почти не меняется, а следовательно, не может возрастать безгранично. 


Простой пример этого рода мы получим, полагая 
1 
И < — 
| 7 (1,1) = :) 
<} ПО (5 о. 
[о (< би -0 


то в образовании величины 0 (!) участвуют лишь эффекты, возникшие 
в промежутках (—1, 0) и (1 —1,#); это показывает, что при # > 1 закон 
распределения величины #0(1) вообще не зависит от &, вследствие 
чего, разумеется, предельная теорема не может иметь места. Неслож- 
ный подсчет для этого случая дает: 


И @&>1), 


ша (оетуекр (АК пря -1) @#>1). 


Математический институт Поступило 
при Московском гос. университете. 28.11.1938. 
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А. КНИМТСНИМЕ. ТНЕОВЛЕ ФЕВ АВКЫМСЕМОЕМ ЗРОМТА МЕЕЕЕКТЕ 
7ОЗАММЕМЕАЗЗОМа 


П1е АБВап4их епф&№ Опфегзасвапоею арег еп уавтзсвештИсвкейз- 
\БеогезсВез ЭсВета, \уе]сВез уегзоедепеп рпузкКаНзсвеп ипа фесВп1- 
зсеп Егзобепиисеп 2аотип4е Пе. 

11 оеуззеп аПзтойзяо уегеШеп /еИрип {еп епёзеБе еш ЕЙек\%, 
деззеп итзргапоИове Стбззе х епе 2 АШое Уата е зе1; @1е тшбПесвеп 
УТег4е уоп х зоПеп ешеш еп4Исвей ГфегуаП (а, 6) апоевбгеп, по ат- 
сеп ЧагЁ зап УегеПииозоезейя Р(х) Бейее аиз{аПеп. 15% ег Ашапзз- 
\егф 4ез ЕНек4з па Мотетф % зетег Епё\{евипо о1е1сН х, 30 з0П зеп 
У\егё хиг 7е1 1 Чогсь @е ЕКапкйол } (х, #) зесеБеп зе. Ез \1га @1е 
Ех1з4еп7 2луаег розИлуег Копзбатеп М пп@ С апоепоттеп, 30 Чазз 3%е1 


Ми м, | о@ < с 


0 
136. Еегпег 3011 


© ь 
т (=) = \ (2, 0) 4, п \ т (2) аЕ (2) 
0 а 
сезеф2ф \уег4еп. Эс еззИсй м4 апоепоштеп, 4азз аз Сезсвевеп шт 
уе! сейтептеи /е1Ип(егуаЦеп сесепзе Мо збосфазИзсВ ипабЬёпоте 18$. 
Пег То4аШейтая 4ез ЕНекз хаг Де & уйта Чигсв 


= У, #— 1) 


сесефеп, \о Че &, @е 7еИрипКе 4ег Етиз{евипое ег е1п2ешеп ЕНеКе 
ипа 41е 2, 16те хасейбг1оеп Ашапозуеге Бедел{еп. Оеп Сесерзап4 4ег 


Ощегзасвиюо ЪИЧеф 4аз УегваЦеп 4ез «па егеп» ЕНеК4з 
й 


(К =— \ $ (и) 4и 


0 
а15 дНаАП1оег Стбззе Бег #—> со. 


Голос з6 удга Гаг 41е срагаКегазизеве КапКИоп и, (2) уоп ОП (1) ег 
АзагасК (2) аоезе, мо Л 4е шиМеге АплаВ] 4ег 11 4ег Темейт- 
Ве епз{ереп4еп ЕНекце Ъедеицеф. Рагаиз \уегаев 1е1сЪф Мибе\уег& ипа 
Этеципо уоп И (#) Бегесвпеф. Епе епЁасве Апуеп@апо 4ег Тевеьусвей- 
зсВеп Опзе1свапо его1Ъф апп, Чазз О (1) дет Сезеф2 4ег отоззеп ЙаЬ- 
]еп ип(егПесв. УУесеп 4ег Зёайопаг А 4ез Бейгасвфефеп з(освазизсвеп 
Рготеззез 10104 пасп Чет ВиКВоИзевеп Егоодепзафя, Чазз амсв @аз 
«зТагке» Сезефя Чег стоззеп ХаБ]еп ©. ЗевИеззПев \ит@ се2е10%, 4азз 
ип{ег зерг аЙзетепеп \уеЦегеп Аппабтеп ацсЬ ег 2еп4та]е Степт\уег- 
заф# егРаПь уига; 1азЪезоп4еге гео Чаха зсрой @е Вефпеаие т=0 
аз, Че ]еосЪ Келезмуеоз помете 134. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1938 
ВОГТЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ1Е ОЕЗ ЗСТЕМСЕЗ ОЕ 1/0835 


С1аззе 4вз зс1епсез Отделение математических. 
а{Веёта{диез еф пафигеез и естественных наук 


Д. А. РАЙКОВ 


09 СВЯЗИ МЕЖДУ ЦЕНТРАЛЬНЫМ ПРЕДЕЛЬНЫМ ЗАКОНОМ 
ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И ЗАКОНОМ БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье устанавливается сводимость центрального предельного 
закона теории вероятностей к закону больших чисел. 
Последовательность взаимно независимых случайных величин {2} 
подчиняется центральному предельному закону, если существуют 
такие последовательности чисел {ав} и | Ь Я 9 = 0, ЕВ Я ао 


Е и 
что распределение случайной величины $2 7—6» стремится к нор- 


В к=1 
мальному, т. е. 
" п ее 4? 
и. а 
[Хы] -6® = | Чи 


5 ь 
причем отдельные слагаемые Е. — >" равномерно бесконечно малы по 
ъ 
вероятности, 
. | ту. 6 р) 
Пт ргоБ ее ОЕ} | 
7% 


п-> с 


Последовательность взаимно независимых неотрицательных 
случайных величин {9} называется относительно устойчивой, если 
существует такая последовательность положительных чисел {А„} 
Е, ›..), Ч 


п> < 


о жа 
Пт ргоь и но Е, 


* Через г{х} мы будем обозначать закон распределения случайной вели- 
чины Х. Обозначение С (2) для нормального закона распределения сохраняется на’ 
протяжении всей статьи. 

2 Говорят, что случайные величины Х„ при п-+со стремятся по вероятности 
к пределу а, если вероятность того, что Х„ отличается от а больше чем нае, стре- 
мится к нулю при любом =>0. Предел по вероятности мы обозначаем символом 
то ргоЪ. Следуя обозначению, введенному А. Я. Хинчиным, мы в квадратных скоб-. 
ках, следующих за некоторым предельным соотношением, указываем область зна- 
чений параметров, в которой это соотношение выполняется равномерно. 
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Ук 


причем отдельные слагаемые ОВ равномерно бесконечно малы по веро- 
п 


ятности, 
Ца ргоЪ 2^ =0 П=А= т]. 


и) 

Относительная устойчивость представляет собой наиболее естественную 
для последовательностей неотрицательных случайных величин общую 
форму закона больших чисел. 

Рассматривая случай равнораспределенных величин, А. Я. Хинчин 
заметил аналогию между условиями справедливости центрального пре- 
дельного закона и условиями относительной устойчивости. Руковод- 
ствуясь этой аналогией, А. Я. Хинчин сформулировал общий признак 
относительной ‘устсйчигости, который вслед за тем был доказан 
А. А. Бобровым (!). Эта же аналогия была обнаружена и для того слу- 
чая, когда все х, имеют конечные вторые моменты, соответственно все 
ук — конечные первые моменты (?). 

Доказываемыми в настоящей работе теоремами выясняется вероят- 
ностный омысл этой аналогии и устанавливается принципиальное све- 


дение центрального предельного закона теории вероятностей к закону 
больших чисел. 


$1 
Мы будем говорить, что случайная величина Х центрирована медиа- 


ной, если она имеет медианой 0, т.е. если Р(Х < 0) == = РА 0 
ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы последовательность взаимно незави- 
симых случайных величин {жк } ‚ центрированных медианами, подчиня- 
лась центральному предельному закону, необходимо и достаточно, чтобы 
последовательность квадратов этих величин {#2} была относительно. 
устойчива. 
Доказательство теоремы 1 основывается на следующих леммах. 


ЛЕММА 1 (А. Я. Хинчина (7, стр. 68); П. Леви (°, стр. 107)). Пусть 
{тта, ФТ, +.) ть, } и=Ь 2, =) 
последовательность серий случайных величин, взаимно независимых 


в каждой серий Та, Жи, ..., Як, @ равномерно бесконечно малых по 
вероятностяа. Пусть при п-> со 


Е нь на 2. ыы} 6 (2%), (1) 


[е 


о . > 

где С (х) — нормальный закон распределения, &=Оис>0, причем в слу. 
0  —@. > 

чае <=0 под С | — — ) понимается «единичный» закон распределения 


=(х—@), т.е. закон распределения случайной величины, принимающей 


с вероятностью 1 значение &. Тогда тах | х„,| будет бесконечно малым 
ао 


по вероятности или, что эквивалентно этому, при п-> © 


Ат 
УР 2а| 0—0 
для каюдого $ > 0. в А 


3 Через Р(Е) обозначается вероятность события Е. 
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В своей монографии (7) А. Я. Хинчин доказывает эту лемму (и при- 
том с помощью элементарных, —хотя и довольно тонких, —вероятност- 
ных рассмотрений) для случая, ‘когда все 1,» симметричны (так что 
«=0), причем с=1: На случай произвольного с > 0 это доказательство 
распространяется тривиально. Для случая с=0 оно, как нетрудно 
видеть, также остается в силе. Распространение утверждения леммы на 
случай произвольно распределенных равномерно бесконечно малых по 
вероятности х„„ основывается на очевидном неравенстве 


([Х—У|[>:)>Р(1Х|> +8) Р(|У|< 8)“. (2) 


Именно, пусть у„к случайные величины, равнораспределенные с соот- 
ветственными т» и независимые как от Х»л, так и между собой в каж- 
дой серии. В силу (1) имеем 


в: у (@, 
|5 


Так как 7,» — Ук симметричны, то 


п 
УР янь — Ут | > &)—>0 (п —> оо) 


для ‘каждого = > 0. Но в силу (2) 


Ап Къ 
УР( [к — Ут | > &) > У Р( [ат] > &+8) Р(|ут| <5), 


и так как Р(|Уж|< 8) при п-—> < стремятся к единице равномерно 
относительно №, аси 6 произвольны, то утверждение леммы доказано. 
Остальные леммы совершенно однотипны и очень просто доказы- 
ваются с помощью характеристических функций. 
ЛЕММА 2. Пусть, в схеме леммы 1, случайные величины т» равно- 
мерно м малы не только по вероятности, но и наверное, т.е 
| пк | < (1<А=< №), причем =„—>0 (п—> со). Пусть 


о Со Ш ©. (3) 
Тогда 
Е Е 
Уре) = У {Е (ал) [Е ед} 4 (и) 5 
В К 
Доказательство. Пусть Ук имеют то же значение, что и в до- 
Ап 
казательстве предыдущей леммы, далее 2%» = = ик — Упь, 5% = У (Хик — Ути), 
Е=1 


ф*» (#) — характеристическая функция случайной величины хик, Ф% (Й— 
характеристическая функция случайной величины 5%. В силу (3) имеем 


АКА (7) 


Хи У предполагаются взаимно независимыми, 6 — произвольное положитель- 
ное число. 

5 Р(Х) — дисперсия, Е (Х) — математическое ожидание случайной величины Х. 
Эти обозначения сохраняются на протяжении всей статьи. 
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следовательно 

Фи (#) ее" ПИ =Т] (4) 
для произвольного фиксированного положительного Т. Разлагая Фил» (#) 
по формуле Тейлора в интервале [|< Т, получим в силу неравен- 
ства |2ил | < 


ть =1— Р(2») = {1+0} Иззи ТЬ 
тля» (И {1+ [9% — 1} = 9 ()—1--0 (9% (9 — 1) 
=—Р (5 {1+0} И«вжь, ШеТ} | 
Аль 
ши (= Уп 9% ©) 


п 2 
У — Хр (2) 5 {1+0(&)} [|= 7]. 


Отсюда в силу (4) имеем 


ЫА 
х Р (2%) —>2. 
Но 
Следовательно, 
п 
О (5) —>1 (п-> о), 
и 


что и требовалось доказать. 
ЛЕММА 2’. Пусть 


(ох боны Утв } (п) 
последова тельность серий неотрицательных случайных величин, взаимно 
независимых в каждой серии и равномерно бесконечно малых: 
Упь Зв (1<—Е=< №) и 8,->0 (п-> о). 
Если тогда 


Им ргоь > И (5) 


р со 


п 


УЕ (Ук) >14 (п-—> о). 


Доказательство. Пусть {ил (#) характеристическая функция слу- 
чайной величины Улл и Фи(Т) характеристическая функция случайной 
величины У»: --Улз + ... + Улк,- Разлагая фил (1) по формуле Тейлора 
в интервале |{| <Т, где Т — произвольное фиксированное положитель- 
ное число, получаем 

фил (#) = 1-Е (ульЕ {1+0 (8)} Мэв [|< Т 
И (Упк) 1 )ё {1-0 (8 8») } И Аж А», [|< Т], 


№1 фи (1) = Уе (ук) {1 -НО (8,)} и (6) 


= 
= 
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Но в силу (5) 

шф(/—й [1 =Т} 
в соединении с (6) это дает 

п 

ЖЕ(ш) 1 (п —> о), 


что и требовалось доказать. 
ЛЕММА 3 (П. Леви (9, стр. 102)). Пусть, в схеме леммы 1, 


ь 
[Фок | < ®=0{ У Р(щл)} (==, п=1 9,... > 0). 
#1 


Тогда 
К Ил 
> т: — о Е (хх) 
м ›->6(2) `®—> о). 
У О (хвк) 
1 


Доказательство см. в цитированной монографии П. Леви, 
стр. 102—103. 
ЛЕММА 3’. Пусть, в схеме леммы 2’, 


п 
Упк < @и=0 { УЕ(9ин)} (1 == А», п=1, 2,... —> 09). 
Е=1 


Тогда 
Кв 
$ Увк 
По ргоь т — 
а 83 Е (Увк) 
1 


Доказательство совершенно аналогично доказательству леммы 3. 
Пусть Фик (1) и Ф„(1) имеют то же значение, что и в доказательстве 
леммы 2’, и 


п 
ий = Е (Ут). 


Разлагая фик (+) по формуле Тейлора в интервале |#|<Т, где 
® ° 


Т-- произвольное фиксированное положительное число, получаем 


и а,^\\ 
фик (жа 4--0(4")} Изя, = ТЬ 


фил (= иен [1--0( №) Иа, 1#|<17}, 
шф, (= 4+0(4')} = {1401} [11]. 
Тем самым лемма 3’ доказана, ибо Ффь (+) есть характеристическая 
т 


И 1 
функция случайной величины -- > Упк- 
% 
в=1 
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Доказательство теоремы 1. а) Необходимость. По 
предположению, существуют такие последовательности {а,} и {6} 
(а, > 0, ,=0, ао 


РИ (т о). (7) 


ы 2 ы 
Так как 2» имеют медианой 0, то и 2 имеют медианой 0, следова- 


И 


Ть 5» 


- Ви 
тельно, медианой величин (1= А = п) служит —-". Но эти 


Чт 
величины равномерно бесконечно малы по вероятности [1<А=< 1], 
следовательно, 


2=0(1) (п). (8) 
По лемме: 4 
= я Ь 
Р (|-*——=|>=Е)->0 (п->о) (9) 
© ( @ т а > 


при любом = > 0. Отсюда в силу (8) также 
Ув 
2” 


при любом => 0. Нетрудно видеть, что тогда существует такая после- 
довательность 


ть 
@ п 


>.  ) 0 (в — ©) (10) 


==—>0 (п-> о), 
что 


ть 
@ п 


==, )->0 (п —> <). (11) 


уй 

р. 

в=1 
Введем в рассмотрение «урезанные» случайные величины 


Хх 
бы 2.) когда с = == =.) 
@ъ 
ть 


с 
— *п») 
@» 


я 
АЕ == | =, Когда 


Нил 
|5 &„› Когда Е. - 5% 


уд 


(1=А=<п, п=1,2,...). При каждом фиксированном значении п эти 
величины взаимно независимы и не превосходят по модулю и. 


т п 

1 

Так как > Тк —6„ может отличаться от а У! 2—6, лишь в том 
К в К=1 


т 
случае, если хотя бы одно Тик Отличается от соответствующего г т.е. 
‘т 


в силу (11) с вероятностью, при п —> со стремящейся к нулю, то вместе. 
с (7) имеем также 


Е Узы и). 
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Отсюда по лемме 2 


Ури) = У ре = {В оль) — Евы} 1-65) (2) 


и, значит, 


Ш Е В (Яо) = № (13) 


— 


Это показывает, что 
и 
Ей =0 { У Е (2) (п —> оо), 
К 


и так как 2 <, а величины Хх,» при каждом фиксированном п 
взаимно независимы, то мы можем применить к последовательности 


р 2 2 
серий и ие лемму 3’; это дает 


_- 


Пим ргоь а =—= И 
$ 
РИ 


т т 
1 
Но в силу (11) Ул, может отличаться от = У 21 лишь с вероят- 
#=1 я Е=1 


ностью, при п —> со стремящейся к нулю, следовательно, и 


г (14) 
Е (тв) 


Пл ргоЪ 


т->со Е 
Ч 
А это означает, что последовательность {2} относительно устойчива, 
с нормирующими коэффициентами 


ъ 


даа УЕ (ть): (15) 
&=1 : 


6) Достаточность. Одновременно с хь также 1 (й=1,2,...) 
взаимно независимы. Так как по предположению существует такая 
последовательность {А„} (А» > 0), что 


1-5 У} = #— 1) (п—> о) (16) 


2 
т 
и т равномерно относительно п бесконечно малы по вероятности, 
п 


то в силу леммы 1 


для всякого 9 > 0. Тогда существует такая последовательность 8, —>0, 
что 


(| =ы)>0 "— 5). (47) 
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Введем в рассмотрение «урезанные» случайные величины 


{ —8, когда Е АМ. 
| 
Тк Як 
= Е когда — | = 5 
пк | ие й д УА | и 
Ть 

-- 5» когда ——“>-% 

\ Ия» 
= ‚п=1, 2, ...). При каждом фиксированном значении п эти 


величины взаимно независимы и не а по модулю бт. 


в 
Так как У, может отличаться от — У лишь в том случае, 
Е=1 п Е=1 


т 
если хотя бы ОДНО 2,„ отличается от соответствующего ———_, т. е. 
3 


в силу (17) с вероятностью, при п-> со стремящейся к нулю, то вместе 
с (16) имеем также 
Пт ргоь ы Ч. 
п-—со 
Отсюда по лемме 2” 


м 


ХЕ(амь) > и (18) 
Покажем, что 
Ша У Р(ал) = Ви У {Е (а) Ед} >41. = (9 


Обозначая через РР» (х) закон распределения случайной вели- 
ЧИНЫ 2,д И применяя неравенство Шварца, имеем 


6-0 в. 0 


в © хаРнь =) ‘= Р (лик > 0) ) 22аЕнь (2), 
0 0 


ь=( ( зан» (2) ) < Р(аь < 0) ( 2 аРнь (2) 
2 : А ) А у к ( 
[Е (2.к)]? < тах (11, 1.) < шах | Р (21 > 0),Р(2.ь < 0) \. Е (21%). 


Но нетрудно видеть, что дк вместе с х» имеют медианой 0. Поэтому 


пах {Р(2нк > 0), Р(аиь < 0)} = 


и, значит, 
[Е (21в)]? < Е (22) фел=л. па...) 


В соединении с (18) это и доказывает соотношение (49). 
Из (19) следует, в частности, что 


т. 
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так как |2. | < 6», то мы можем поэтому применить к последователь- 


ности серий а би Ни лемму 3. Получаем 
Г м 
У нь ХВ (вы 
ео (20) 
и Ур (а) 
1 
Но тогда и 
У = — А, У Е(2) 
в. — в —С(2) (п—> о), (21) 
Ул, УР (аж) 
й—1 


ибо вероятность того, что выражения, стоящие в фигурных скобках 
в (20) и (21), различаются между собой, в силу (17) при п-—><о етре- 
мится к нулю. Но (21) означает, что для последовательности {жк} 
имеет место центральный предельный закон, с нормирующими коэффи- 
циентами 


НЯ И-з {Е (2%) — ГЕ (2,)]} (22) 


и центрирующими коэффициентами 


в 


22 Е (2в%) 6 


т ЧЕ 
и У р (2ик) 
Е = 


Тем самым теорема 1 полностью доказана. 
Сличение формул (13), (15), (19) и (22) показывает, что норми- 


рующие коэффициенты а, и А» связаны следующими предельными 
соотношениями: 


Что обе границы действительно достигаются, показывают уже сле- 
дующие простые примеры. 

Пример 1. Пусть все х»ь взаимно независимы и распределены 
по следующему (одному и тому же для всех 2») закону: хь может при- 


1 
нимать только значения 0 и 1, каждое с вероятностью —- Очевидно, 


1 
0 является медианою 5». Имеем Е (хь) =-- 


> Ь(2ь) = . Далее (см., напри- 


мер, лемму 3), 


у п 
Уз — 5 т У=-— УЕ(м) 
ЕР: май =.) = ®=1 —С(®) п-—>о) 
п 
И -" у Уре) 
р В=1 
$ Как нетрудно проверить, величины ее равномерно бесконечно малы 


ъ 
по вероятности [1 < Ап]. 
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С другой стороны, 2 =хь и в силу закона больших чисел (см., напри- 
мер, лемму 3’) 


Е=1 
Пи ргоь а й ти == и вк" = В 
п-со цы Ь 
7 © У Е (ту) 
#1 
о 21 41 1 
Таким образом, здесь а = Е г А 


Пример 2. Пусть, в отличие от предыдущего случая, х» прини- 
1 

а И здесь 0 яв- 
ляется медианою х»ь. р ее т. е. является постоянной. Имеем 


ъ 


УХ и} 669 (п—> о) 


мает значения —1 и -1, каждое с вероятностью 


так что а Гого 
Шоргоь —- У ке. 
т-—со п = 


Таким образом здесь а = = Ав”. 


$2 
В теореме 1 не предполагалось существование у величин хь ка- 
ких бы то ни было моментов. Перейдем теперь к случаю, когда все ть 
имеют конечные моменты второго порядка Е (22). Как известно, в этом 
случае проблема, разрешаемая центральным предельным законом, ста- 
вится несколько иначе, чем в общем случае, рассматривавшемся в тео- 
реме 1. Именно, центрируя величины х»„ не медианами, а математи- 

ческими ожиданиями, так чтобы было 


Е (т) =0` (&=14,2.,...), 


коэффициентам а„ заранее предписывают значения 


а,=Ви= УРе= УЕ(!) 


и спрашивают, при каких условиях 


м 


{Уз} >С(®) (п-><) и Шороь-=0 И <<]. (23) 
Въ к 


пс В» 
Соответственно этому в случае последовательности неотрицатель- 
ных случайных величин {ук}, имеющих конечные математические 
ожидания Ё(у»), проблема относительной устойчивости ставится так: 


? Этот случай замечателен тем, что здесь последовательность 2, } состоит 
из равных между собой постоянных чисел, т. е. устойчива наиболее идеальным 
образом. Постоянство и совпадение величин т, как известно, не противоречит их 
взаимной независимости как случайных величин. 
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т 
коэффициентам А„ заранее предписываются значения А„= У) Е(ул) 
К=1 


и спрашивается, при каких условиях 


ти роб == и Пшпрго И. ==.» [42 =]. (24) 


Г УЕ 
ВЕТ А —=1 


Соотношения (24) представляют собой наиболее естественную для рас- 
сматриваемого случая формулировку закона больших чисел. 

Мы докажем следующую теорему: 

ТЕОРЕМА 2. Пусть случайные величины хь (Е =1,2,...) имеют 
конечные моменты второго порядка Е (2) и математические ожидания 
Е (хк)=0. Для того чтобы последова тельность {ть} подчинялась цен- 
тральному предельному закону (23), необходимо и достаточно, чтобы 
последозательность квадратов \у,=4}} подчинялась закону больших 
чисел (24). 

Доказательство. В силу указанного выше отличия в поста- 
новке проблемы теорема 2 не является следствием теоремы 1 и нуж- 
дается поэтому в специальном доказательстве, которое, впрочем, может 
быть проведено в основном по плану доказательства теоремы 1. 

а) Необходимость. В первой части доказательства теоремы 41 
условие центрированности величин х, медианами использовалось лишь 
для перехода от (9) к (10). Теперь же мы получаем (10), с а, = Вы, 
непосредственно из условий теоремы 1 и из леммы 1. Дальнейшие рас- 
суждения повторяются дословно, и мы получаем соотношения (13) и (14). 
Для завершения доказательства необходимости остается показать, что 


УЕ Е ых (25) 


Пусть Р, (5) закон распределения величины д» и Ё»л(5) закон 
распределения величины 7». В силу определения этой последней вели- 
чины имеем 


0, когда 1 < — 2, 
Еть (2) = \ Рь (Вит), корда И ==, 
|1, когда х > а. 
Отсюда 
Е (тт) = \ 27 4Е» (В,2) + ==Р ( | — ы 
12| ев м 
и = \ 2? аБь (2) &Р ( их в. 
: [| < и Вь ф 
и 
у 1 2 ‹ /; 
Уве) = ( маРф-чахрР( | =ы) 
ть п В» = у. 
<1+а\Р( = =ы, ) 1 що). (26) 
и т 


В соединении с (13) это и дает соотношение (25). 
ИМЕН, Серия математич., № 3 З 
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6) Достаточность. Все сказанное в доказательстве достаточ- 
ности условия теоремы 1 до установления соотношения (18) включи- 
тельно мы можем повторить дословно. При этом в нашем случае А» 
по предположению равно В», поэтому мы можем считать 8, и 2ик совпа- 
дающими Сс Ел И Тль, 0 Которых шла речь выше в доказательстве необхо- 
димости. Пользуясь соотношением (18), докажем теперь, что 


> Е (%ик) |—>0 (п-> о). {27) 
Прежде всего в силу (17), (18) и (26) имеем 


и 
т \ 2?аРь (1)->0 (п-> о). (28) 
12| > и В 
Поэтому, выбирая последовательность &„ достаточно медленно стре- 
мящейся к нулю, на что мы имеем право, ибо при увеличении чисел =» 
все предельные соотношения выполняются а {ог отг1, мы можем добиться 
выполнения соотношения 


и 


ея ( маРь(ф=о(е) во). (29) 


12| > Ви 


Е (к) = г 2 ЧБ» (Вуд) вы [1 — Рь (Внеь —0)] — в,» (— Вне -Е0) 
- 12| <ы 


Е 

=. \ хаЕ, (2) + ев [4 — Е (Вен — 0) — Рь (— Вне -- 0], 
12| < еВя 

или, так как по условию Е (ть) =0, 


Е (вт) = — р. \ 2 аРь (2) =. [4 — Рь (Вне, — 0) — Р, (— Ве, 0)]- 


15| > Ви 
Поэтому 
% 
У [Е (=) |< [ме >=.) 
Е=1 в ев, Е=1 
п 
ое а 
Вы о: 


откуда в силу (17) и (29) и следует соотношение (27). 
Из (27) вытекает, что 


УЕ (11)? —0 (п-> о) 


или в силу (18), что 
УР = ов) 
#1 


Основываясь на этом, получаем тем же путем, что и в доказательстве 
теоремы 1, соотношение 


В У» — 1 8()} 669 (п —> <°). 


В» = 1 
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Но в силу (27) вторая сумма в фигурных скобках стремится к нулю, 


следовательно 
т 


ГУ} 6). (п —> <), 


 В==1 


чем доказательство теоремы 2 и завергтается. 


$3 
В начале статьи уже говорилось об аналогии между признаками 
для центрального предельного закона и признаками для относительной 
устойчивости. Чтобы обнаружить эту аналогию, достаточно сопоставить 
соответственные признаки для нижеследующих трех пар схем: 


Необходимые и достаточные признаки 


для центрального предельного закона 
Ча. Случайные величины 2, распределены 
по одному и тому же закону Е(х), 
центрированному медианой. 
Признак Хинчина (5) — П. Леви (3) 


\ аР (г) о (а \ 2аР(#)) 


12| >Х &<х 
(Х—> =). 
2а. Величины 2, центрированы медианами 
и имеют соответственно законы рас- 
пределения Ё, (1). 
Признак Феллера (*) 
Существует такая последовательность 
чисел Х:, ^., ..., что при п > со 
п 


аЕ, (2) —> 0, 
Е. 


п 
ых 27 аЕ, (1) —> оо. 
[51<Хп 
За. Величины х, имеют конечные вторые 
моменты Ё (2) и центрированы мате- 
матическими ожиданиями; в качестве 
нормирующих коэффициентов берутся 


1 
Признак Линдеберга (1) — Феллера (3) 
для любого *>0 
1 пм 
в АЕ, (х) —>1 (п->о5). 
АТ 21 Ви 


для относительной устойчивости 

16. Случайные величины у, неотрица- 
тельны и распределены по одному и 
тому же закону Ф (2). 

Признак Хиичина (‘) 


\ аФ (2) =о (> \ хаФ ()) 
(АРУИ 2<й 
(7 —> оо). 

. Величины у, неотрицательны и имеют 
соответственно законы распределе- 
ния Ф, (2). 

Признак Боброва (1) 

Существует такая последовательность 
чисел 7, 7.,..., что при п —> со 


5) 
® 


> \ аФ, (1) — оо, 
1 ди, 
т 
>=» \ 2аФ, (1) со. 
81 Иа 


36. Величины ‘у, неотрицательны и имеют 
конечные математические ожидания 
Е (у.); в качестве нормирующих ко- 
эффициентов берутся 


т 
А = УЕ). 
Е=1 


Признак Боброва (?) 
для любого *>0 
® 
1 
и хаФ, (1) —>1 (п—> 05). 
#=1 х<Ан 


Вероятностный смысл аналогии между соответственными признаками 


становится очевидным, 


если связать величины 


Ук и я, равенством 


Ук =2 (Ё=1,2,...) или, более обще, считать Ук и х, распределенными 
по одному и тому же закону Ф» (5х). Тогда 


(0, 
2 (=, ИЭ— Ри (-И 2—0), 


когда д < 0, 
когда д >> 0, 
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п, как нетрудно проверить, любое из соотношений в правом столбце 
переходит в соответствующее соотношение в левом, и обратно, пра 
в случаях 1—-2 следует положить й=Х? [соответственно 7,=Х® 
(п=1, 2, ...)], в третьем же случае А» и В будут совпадать по самому 
своему определению. 

Теперь, для любой последовательности взаимно независимых неотри- 
цательных случайных величин {ив} существует последовательность 
взаимно независимых случайных. величин 1%}, центрированных медиа- 
нами, такая, что 2? распределены по тем же законам, что и соответ- 
ственные У». Точно так же ‘для любой последовательности взаимно 
независимых 1%}, центрированных медианами, последовательность 
{Ук =%} будет последовательностью взаимно независимых неотрица- 
тельных случайных величин. В силу теоремы 1 [соответственно теоре- 
мы 2] это показывает, что приведенные выше соответственные признаки 
просто эквивалентны, например признак Феллера 2а является 
следствием признака Боброва 26, и обратно. Наоборбт, если считать 
установленной какую-либо пару соответственных признаков, то, беря 
у, =), мы получим в качестве следствия из этих признаков соответ- 
ствующую нашу теорему: либо теорему 1, либо теорему 2, либо частный 
случай теоремы 1 для равнораспределенных величин. Таким путем 
и были первоначально получены эти теоремы. 


Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова. 27.11.1938. 
Академия Наук СССР. 
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О. ВАТКОУ. ОМ А СОХХЕСТТОМ ВЕТУ\УЕЕМ ТНЕ СЕХМТВАГ ГГППТ-ГАУ ОЕ 
ТНЕ ТНЕОКУ ОЕ РВОВАВИЛТУ АМ ТНЕ ГАМ ОЕ СВЕАТ МОМВЕВ$ 


ВОММАВУ 


Тье зегез о! Ше’имаПу 1п4ерепдап$ гап4отп уаа ]ез {2} ерепаз 
оп Ще се га! Шштпи-1ам \меш \еге ех156 (\0о зегез о! пишегз {а} 


апа [6»} (аи > 0, 6,20, п=1,2,...) засВ ФВаб Ве @зыримоп оЁ те 


п 
С 1 
гап4от уага е —— У ль — В, 10г п-> со 1еп4з 40 \е погша! опе: 


в = 
1х и 
ыыы] Ст ет 4иь 
к _ в 


{Ще зерагайе зитштап 3 г (1=А=<п) Бешх пиЦогойу шйоиеу 
зта! оп ргора Шу: 
Тре зег1ез оЁ {Ве пимаПу ш4ерепдап ап поп-песамМуе гап4от 


уаг1а [ез 9ь} 15 саПеа $0 Бе гамуе]у з6аЪ1| умпеп &Теге ех13{3 а зетез 


% 
о{ Ме роз1вуе питрегз п зас {аб = Ук 10г п-> со 4е04з оп 
в1 


ргораБ1 фу 10 1, %№е зерагафе зиштапаз Е (1=А=< п) Бешу апЦогиу 


зоНиЦе]у зтаП оп ргораБИ\у. 

0 4Ъе сазе меп аШ Фе уамаБ]ез хх Бауе Ницце зесоп токе 
Е (1) №е ргоеш \Ъ1еВ 13 гезо]уе Бу Ме сепёга1 пи -а\м 13 зёабеа 
зоте\уВаф 41Негеп6 \Вап ш 1Ъе зепега! сазе \1геафе@ афоуе. Машеу, 
зирроз1ие \Таф Е (х,) =0 (ЕЁ =1,2,...} уе ргезсгфе {ог %е погтаИзшие 
сое слет; а„ Фе уаез 


ав = Ви = из Е (2?) 
Е=1 


ап азК ппдег уБаб соп@!опз 10г п-> © 


п 


(т) ео ее) 


вк 
(Г) Ве зерагайе зиттап 4$ 8 (1=А=п) Бешя чпИогиЙу шИпиеу 
зтаЙ оп ргорафИЦу? 
Сотгезроп 91 Ту, 1п \Ве сазе о{ земез 0Ё поп-пезайуе гап4ота уаг1а ]ез 
{ук} Вауша Нийе Йгзф тотепёз Е (ук) 4Ве ргоет о{Ё Ве гейамуе зба- 
ЫШбу 13 забе4 аз 1оПоулпе: ирдег \уваф соп@1опз {ог п—> со 


р Уь 
(11) Е {еп@з оп ргофаБ у №0 1, 


р Е(ух) 
Е=1 


УЙ {х} Чепо{ез &йе 415415 оп ]а\ о! 4№е гапдот уагае Хх. 
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(П^) Ве зерага{е заттап 5 (1—=А=<п) Бешя ипИогш]у шй- 


пИе]у зта оп ргораЪ у? 

Тве ге]амуе за Ту 13 Те позё пага| сепе, а1 {ог о{ Ве ]а\м о1 
стеаф патегз {ог зег1ез оЁ поп-пехайуе гап4ош уаг1а ез. 

12 3 рарег \е ЁоПомишя м0 \Ъеотетз аге ргоуе4, \МсЬ езбаЪИзВ 
Ве гедисмоп о! Ве сепёга! И -1а\м 40 \\е 1а\ оЁ стеаф питрегз: 

ТНЕОВЕМ 1. А песеззату апа зи}песлепй сопаилоп Та те зетез 9} 
тшиаПу таереп4ат тапаот сапа ея {хи} фмей запйз5]у те сопаоп 


В (2к<0) =5>Р(м > 0)? 


5лоШ4 4ереп4 опт 11е сет пти-аф 15 Фар 11е зетез о} йе диатез 
о} 1Пезе сапа ез {2%} зпошА ве тайсеу заЬИ. 

ТНЕОВЕМ 2. [6 Ше тшиаПу т4ерепаат тапаот сапа Ме; хь 
(Е=1,2,...) Васе Ппие зесоп4 тотетмз Е (1) апа \1е ртя тотет$ 
Е(х,) =0. А песезагу а, ` зи ееть сопайлопт Фар те зетез {хк} зпои1а 
4ереп4 оп йе сетта| пп: а (Г) —(Г’) 15 (Та йе $ете$ о} З®е диатез 
о} Ф1езе сама Ме {у, =} зпоша Фе тёайсе яафИ ат те зепзе 
(ПП) — (11). 

УВ 1Ъе а1 о{ \№езе \Теогетз 1% 13 ГагбВег еззаЪИзвей %Ве ефиха- 
]епсе о! {Те Кпо\п соггезроп 1 песеззагу апа за 1е1еп® сопа1Иопз Гог 
ФЪе сепёга! ИшиИ-а\у оп \фе опе з14е апа {ог фе г@айуе з{аЪ11%у оп 
{Ве оШфег э14е. [пуегзе]у, \Ъе сотраг1зоп о{ Безе соп@10опз з1уез а пем 
ргоуе о{ опг Теотетз 1 апа 2. 


°Р(Е) Чепойез 4е ргоъаьИу оЁ 4Ъе еуепё Е. 
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С]аззе дез зс1етсегз Отделение математических 
*а\етаИдиез е\ затыгеП ез и естественных наук 


А. М. ОБУХОВ 


НОРМАЛЬНАЯ КОРРЕЛЯЦИЯ ВЕКТОРОВ 


{Представлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В статье дается общая теория нормальной корреляции двух случай- 
ных векторов. Применение тензорных величин длет возможность обоб- 
щить на рассматриваемый случай известные корреляционные характери- 
стики—коэффициент корреляции, уравнения регрессии и условные дис- 
пергии. Использование, в качестве основного математического аппарата, 
матричного исчисления позволяет все выкладки представить наиболее 
компактно. 


Заключительная «теорема о разложении» фактически сводит много- 
мерную корреляцию к системе независимых одномерных корреляций. 


ВВЕДЕНИЕ 


Целый ряд прикладных наук пользуется при своих исследованиях 
понятием случайного вектора. Между тем статистика векторов разрабо- 
тана сравнительно слабо. Если в области теории распределения векто- 
ров имеются определенные результаты, то этого нельзя сказать о теории 
корреляции. Преследуя, главным образом, «метеорологические» цели 
(в метеорологии приходится иметь дело с ветром—случайным вектором), 
автор исследовал в настоящей статье случай нормальной корреляции 
двух случайных векторов. 

Попытаемся сформулировать задачу теории корреляции в общем 
виде, для абстрактных случайных величин. Абстрактная случайная 
величина х определяется множеством значений 3$ и функцией распре- 
деления вероятностей на этом множестве 


р(2с а) =р(43)0. (1) 


Вероятность представляет некоторую своеобразную меру, распре- 
деленную на множестве $. Мы не будем подробно останавливаться 
на аксиоматике случайных величин, укажем только, что класс «изме- 
римых» подмножеств (для которых определена функция распределе- 
ния (1)) является телом (1). 

Пусть мы имеем систему двух коррелятивно связанных величин 2 С- 9}, 
ус %. Связь между 5 и у считаем определенной, если задано распре- 
деление вероятностей комбинаций значений х, У. 
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Построим прямое произведение множеств С = [9%, %&]— пространство 
комбинаций. По определению связь $, У задается распределением 
вероятностей в С — комбинационным распределением (?) 


р(2с а, уса %)=р(а9):, а). (2) 
Распределения 5 и У выражаются через комбинационное распределение 


р (90 =р (4%, %), 
р(а%)=р 0%, а»). 


Таким образом, корреляция двух случайных величин х, у формально 
определяется некоторой новой случайной величиной—комбинацией (х, 7), 
«вектором» в С. 

Но сводится ли задача теории корреляции к построению комбина- 
ционного распределения? 

По нашему мнению теория корреляции имеет свои специфические 
задачи. Комбинационное распределение хара теризует лишь факт сосу- 
ществования случайных величин; конечной же целью является 
исследование динамики связи— влияния одной величины на другую, 
исследование самой вероятностной природы связи. Взаимо- 
действие случайных величин вполне отражается условными распределе- 
ниями, которые легко вычисляются из комбинационного распределения. 
Что касается вероятностной природы связи, то это понятие нуждается 
в более точном определении. 

Пусть мы имеем две корреляционные системы ‘из двух случайных 
величин ху их’, у: 

$С. 3, ус 5, 
тс), ус №. 

Назовем эти системы эквивалентными, если можно установить 
такие взаимно однозначные соответствия х->5’ и у->у'’, определяющие 


отс эражение множеств 
ЗЕ +-ЗЕ-и ХХ, 


при которых значения функций комбинационного распределения от 
соответствующих подмножеств совпадают: 


р (а, 40) =р’ (43, 4). (3) 

Мы будем говорить также, что природа связи между х, у и 2’, у" 
одинакова. 

Обращая данное определение, легко показать, что корреляционная 


система, образованная обратимыми функциями от х и у, эквивалентна 
первоначальной. Условно 


(1 (=), Ф(у)) —- (®, у). 


Понятие эквивалентности позволяет, таким образбм, элиминиро- 
вать функциональный момент связи, абстрагировать природу 
самой связи от природы изучаемых объектов. Совершенно очевидно, 
что оно подчиняется трем аксиомам эквивалентности: возвратности, 
симметрии и транзитивности. Поэтому, если задано некоторое множество 
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корреляционных систем, то, соединяя эквивалентные системы в один 
класс, можно разбить все множество на взаимно простые классы. 
Задачей теории. корреляции является разыскание таких свойств 
и признаков корреляционных систем, которые остаются анвариантными 
в пределах одного класса и для каждого класса являются характерными. 
Рассмотрим в качестве примера совокупность всех нормальных 
корреляций двух скалярных величин. 
Закон связи задается функциями комбинационного распределения: 
2 2 
ие ини ре (2 к =) 4х ау. (4) 
2 тс, ИЕ 


Покажем, что для эквивалентности двух систем необходимо и д0- 
статочно равенство абсолютных величин коэффициента корреляции. 
Каждая функция вполне определяется тремя параметрами: 


р (т, у) = 


СГ 


Если две системы (х, у) и (5’, У’) эквивалентны, то соответствие может 
быть только линейным (иначе изменился бы вид функции). Но при 
линейных образованиях |г| остается инвариантным. Следовательно, 
для эквивалентных систем коэффициенты корреляции совпадают. Легко 


доказать и обратное: если |г|=|7’|, то системы эквивалентны, —уста- 
навливая соответствие 

РИ у при гг’> 0 

———; = + = = р ) — ) р 

6% бу бу — при гг’ < 0 


Таким образом мы доказали, что при нормальной корреляции (для 
одномерного случая) коэффициент корреляции полностью отражает 
стохастическую природу связи. В более общем случае, к которому мы 
переходим (нормальная корреляция между многомерными объектами), 
стохастическая природа связи определяется системой чисел «корреля- 
ционных инвариантов». Основной задачей нашего исследования является 
разыскание всех корреляционных инвариантов и выяснение их вероят- 
ностного смысла. 


1. Обобщение понятия математического ожидания 
Для наших целей обычное понятие математического ожидания нуж- 
дается в некотором обобщении. Пусть х случайная величина, заданная 


на множестве 9% функцией распределения р(49}%); Е(х) некоторая 
функция элементов С-З, определенная на линейном многообразии Г, 


$ измерений, «измеримая» относительно р (430. ЕР — также, очевидно, 
случайная величина, определенная на /.. Причем 
р(аГ)=р(Е саг) =р (49, 
где 49} — множество прообразов РЁ (2), принадлежащих аГ: 
49% = Е" (аг). 
Если 43} пусто, то 
р(аГг/)=0. 
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Назовем математическим ожиданием Р(7) интеграл 
12 


М.О. = \ Ер(аГ), (5) 


или, заменяя переменное интегрирования, получаем эквивалентное 
определение 


а 
М.0.Р (= | Е (2) (49. (5а) 
Последний интеграл понимается в смысле Лебега-Стильтьеса для век- 
торной функции: 
У $ Ро 
[Роразо= вт Ур (А, 
. р(АГ,)>0 
Е; С Аа, 49: = Е -"(АГ)), 
АЕ, ан: 


Если 9} само является линейным многообразием, то мы получим 
из (5а) определение математического ожидания случайного вектора, 


полагая РЁ (х)=х 
9% 


м.0.х= [ хр(497). (6) 


Понятие математического ожидания может быть обращено на случай 


функций нескольких случайных величин: 
О, 9 


м.0. (т, у) = | Е, )р(990, 4%. (т) 
Обобщение основных теорем сложения и умножения математических 


ожиданий не представляет никаких затруднений. Перечислим основные 
свойства М.О.: 


1) М.О. (хр у)’=М.О.х- М.О. у, (8) 


2) если А линейный оператор, определенный в пространстве конеч- 
ного числа измерений, то 


М.О. АР (2) =АМ.О. Е (2). (9) 
Отсюда следует, что для случайного вектора операция М.О. является 
аффинной. 
Наконец, если х, у независимы 


р (43%, а) =р (43) р(45%), 
то имеет место теорема умножения 
М.О. [Ё (<), С (у)] = [М.О. Е (2), М.0.6 (4. (10) 


Умножение понимается в самом широком смысле — как некоторая дву- 
сторонне дистрибутивная операция, определенная на некотором линей- 
ном многообразии [/, вообще говоря, отличном от [ОЁи ГЭС. 
Доказательство перечисленных свойств почти тривиально вытекает 
из линейности операции интегрирования. 
Расширив, таким образом, понятие математического ожидания, мы 


будем им пользоваться в применении к векторам и тензорам любого 
ранга. 
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®. Математическое ожидание и диеперсия случайного вектора 


Переходим теперь к рассмотрению конкретных объектов — случайных 
векторов, заданных зв п-мерном аффинном пространстве И». Для удоб- 
ства выкладок мы будем считать, что в И» определена некоторая фик- 
сированная система координат (посредством базиса е;). Преобразование 
системы координат мы будем заменять эквивалентным преобразованием 
всего пространства относительно этой фиксированной системы. При 
такой точке зрения вектор эквивалентен системе из п чисел, а тензор 
второго ранга — квадратной матрице п-ого порядка. 

Преобразование пространства 


х-7х (11) 


можно также интерпретировать как преобразование системы координат, 
если считать числа 2; компонентами того же вектора х, но в новой 
системе координат, единичные векторы которой представляются в старой 
системе вертикальными колонками матрицы Г. Обе точки зрения экви- 
валентны. Все аналитические соотношения, допускающие геометриче- 
скую интерпретацию, должны быть инвариантны по отношению к лю- 
бому неособенному преобразованию Т. 

Рассмотрим закон преобразования матриц, соответствующих кова- 
риантному смешанному и контрвариантному тензору при преобразо- 
вании пространства (41). 

В качестве контрвариантного тензора можно взять, например, диад- 
ное произведение двух векторов 

М= {ху} МОХ, \ (12) 
М-ТМ’Т*, М'-Т-МТа } 
Примером смешанного тензора может служить линейный оператор Р 
у. \ 
рылеьРТ ) 


В качестве коварчмантного тензора рассмотрим ядро квадратичной 
формы А 


(13) 


пах) = АХ). 
По известной теореме о преобразовании квадратичной формы имеем 
абы Те АТЬ (14) 
Математическое ожидание случайного вектора, заданного в Ом, 
определяется согласно предыдущему (6). Так как в дальнейшем мы 
будем иметь дело только с непрерывным распределением на много- 
образиях конечного числа измерений, то для наших целей достаточно 
обычного многомерного интеграла Римана 
- оо 


М.О. х= \ \ Е хо (51, 22, ..-з 2) ах: ат, -.- Чтв 


= \ хо (х) ди, (15) 
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где ди=ах, 4х. ...42 элемент «объема», ©(х) — функция плотности 
вероятности. 

Каждую из компонент вектора (х): =2; можно рассматривать как 
самостоятельную случайную величину. Ее распределение получим, 
беря интеграл от 

© (21, Жо, ...) п) 
по всем переменным, кроме 2+. Таким образом случайный вектор можно 
трактовать как совокупность из п коррелятивно связанных случайных 
скалярных величин, поставленных в соответствие каждой системе 
координат и преобразующихся по определенному закону при переходе 
от одной системы к другой. 

Из обобщенной теоремы сложения непосредственно следует, что #-тая 
компонента М.О. равна М.О. от 1-той компоненты: 


(М.О. \ == МО. ть, 


Хх — > 216, 
М.О. х= М.О. [= м (М.О. Я.) е;, 


где е; — постоянные векторы, которые можно выносить за знак М.О. 
Совершенно аналогичное соотношение имеем для момента второго. 


порядка от случайного вектора — тензора *. Последний определяется 
как - 
Ил 


М.О. хе} =! {х2} © (х) ди. 


так как 


Легко видеть, что 
(М.О. { хх р —=М.О. (2) 
Разность 

Е=х—М.О.х (16) 
назовем уклонением вектора. Математическое ожидание квадрата укло- 
нения (тензор) назовем дисперсией: 


р (х)=М.О. {Е} =М.О. {(х— М.О. х)}. (17) 


Пользуясь тензорной алгеброй и обобщением теоремы сложения 
и умножения М.О., легко проверить следующие соотношения: 


1) О (Ах = АО", (18) 
где А — постоянный оператор; 

2) р (х) =М.О. {х?} — {(М.О.х)? }; (19) 

3) Р(х+у)=В(®-+Ь(у,, (20} 


если х и у независимы. 
Введем понятие вырождения распределения случайного вектора. 
Подобно тому как скалярная случайная величина может выродиться 


в «достоверную», если множество возможных значений состоит из одного 
® 


Фо мове в 3% ©) 
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элемента *, в случае вектора мы имеем частичное и полное вырож- 
дение. 

Если множество возможных значений случайного вектора состоит 
из одной точки, то Мы будем иметь случай полного вырождения. Если 
множество возможных значений образует некоторое непрерывное много- 
образие А„С И», число измерений которого т < п, мы будем иметь 
случай частичного вырождения; разность и — т будем называть сте- 
пенью вырождения. 

Если Ди образует линейное многообразие, вырождение будем назы- 
вать линейным. В дальнейшем мы будем иметь в виду только линей- 
ные вырождения. 

Очевидно, что т равно максимальному числу линейно независимых 
возможных значений вектора. 

Рассмотрим теперь некоторые свойства дисперсий. Для простоты 
предположим, что начало координат находится в центре распределения; 
тогда 

М.0.х=0, Р(х)=М.О. {х?}. 
Из определения (17) непосредственно следует, что Р— симметричный 
контрвариантный тензор. Докажем теперь, что ранг матрицы ) равен 
максимальному числу независимых возможных значений вектора х, т. е. 


г= т. (21) 
Применим к пространству О» ортогональное преобразование 
х’ = Ох, \ 


р&)=0ро". } о 


На основании известной теоремы о существовании ортогонального 


преобразования, приводящего симметрическую матрицу к диагональ- 
ному виду, можем выбрать {2 такое, что 


рт 
= {\: д}, ко Зи 
где Л; — главные значения тензора О. Так как 
Я ‚2 
— № ®) (92) = М. 03 д, 
то Л; неотрицательны. 
Так как ранг О’ равен рангу ), то число отличных от нуля А: 


равно г. 
Рассмотрим (п— г) А;, равных нулю, и выразим х; через хь: 


т, 
== С Фть, и 1: 


А =М.О. 22 ‚ ФА оиаь? ОО) 


* Точку МС. О, мы считаем возможным значением случайного вектора, если 
вероятность нахождения х в любой сколь угодно малой окрестности М отлично от 
нуля. Для любого = выполняется 


Р(0<|х—М] <=) >0, 
где |х —М | — положительно определенный модуль вектора. 


36 А. М.. ОБУХОВ 


Так как математическое ожидание неотрицательной величины 
равно 0, то сама величина «почти достоверно»* равна нулю; таким 
образом мы имеем для возможных значений п —г условий 


У овль=0 (РЕ. т). 
Е 


Проводя аналогичные рассуждения, но в обратном порядке, можно 
показать, что между возможными значениями т» не может быть больше 
чем (п —г) независимых соотношений. Таким образом, значения ком- 
понент связаны п—г точными соотношениями, т. е. множество воз- 
можных значений образует многообразие г измерений, что и требова- 
лось доказать. 

Если распределение не вырождено (г=п), дисперсия является пол- 
ным тензором. При полном вырождении (г=:0) дисперсия обращается 
в нуль. 

Отметим также свойство диагональных элементов: 

1% < Ри)ьь. 
Это вытекает из свойств коэффициента корреляции 
2 


га (брт) = Ч 


ФА 
Верь 
которое доказывается на основании известного неравенства Шварца. 
Очевидно, при невырожденном распределении имеем строгое нера- 
венство. 

Дисперсия, как и всякий симметрический тензор в аффинном про- 
странстве, может быть представлена геометрически некоторой эллипти- 
ческой гиперповерхностью 

хр =. (22)- 
Эту поверхность по аналогии с трехмерным случаем будем называть 
«эллипсоидом дисперсии». 

Рассмотрим теперь некоторые метрические свойства тензора диспер- 
сии. Покажем связь между тензором дисперсии случайного вектора 
и скалярной дисперсией ортогональной проекции вектора на заданную 
ось, определенную ортом п 

р (хп) =пр (х)п. (23) 
Это свойство доказывается на основании тождества 

(хп)? = (п {х?} п) 
путем образования М.О. от правой и левой части. Если п совпадает 
с главным направлением, то 


\ 


Ри = А, 
р (хп:) — пи; = А:, (24) 
т. е. главные значения дисперсии являются дисперсиями проекций 
случайного вектора на главные оси. Легко видеть, что УЛ; =; 
является полуосями эллипсоида дисперсии (22). 


* С вероятностью, равной единице. 
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3$. Нормальное распределение 


Перейдем теперь к рассмотрению нормального распределения слу- 
чайного вектора в ПО». Покажем, как параметры функции распределе- 
ния выражаются через Д(х) и М.О. (х). Пусть мы имеем в И» нормаль- 
ное невыфожденное ‚распределение вектора х, причем начало координат 
находится в центре распределения (М.О. х==0); тогда по определе- 
нию функция распределения имеет вид. 


— > у ах 
9 =се (25) 
причем 
Оъ 
\ о (х) 41 = 1. (26) 


Пользуясь символом скалярного произведения, можно квадратичную 
форму (25) записать в виде 


оз ав хь =хХАхХ, 

А=А”, 
`где А— полный тензор и, кроме того, все его главные значения поло- 
жительны. Это вытекает из существования интеграла (26), для чего 


необходима определенность квадратичной формы (хАх). 
Докажем теперь, что 


р=А". (27) 
Произведем некоторое преобразование пространства (11) 
Хх = Их. 
Тогда согласно (18) 
НА 


Матрица 4, являясь ядром квадратичной формы, преобразуется по 
закону 
АЗЕЕТАТ. 


Пусть Т выбрано так, что А’=Е. Это возможно, так как хАх 
всегда положительно. Вычислим при этом предположении Ш’: 


А ‚8 в ый ‚2 
о Поеея, 
(2)? 8=1 я 
со п о . 
хоат и ИИ мая ; ‚_. (1 При =, 
и Зы | ре ден ) 431... @ть вл рак 


откуда 
ЕЯ ВАД Е. 


Переходя теперь обратно от А’и О’к Аи, получаем искомый 
результат. 
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Покажем теперь, что постоянный множитель в общем случае равен 


СО ай (28) 


п 


(25) |2| 
Имеем по условию нормированности (26) 


яа (хАх) 
С] е * бн=4 
Преобразуем переменные так, чтобы 
а =. 
Якобианом преобразования х=.Тх’ является |Т|, удовлетворяющее 
соотношению 


1 
2 


| 


[ТР 4] =1, 
так как по предположению 

А Е 

Откуда* р я 

И 
О» 1 + со 1х _2 
» — (ках) а о. , 
С]е - в =СУТР \ мал ы Я. Ч 5 
1 
С = Е г 
| 2х) 


Следовательно, окончательное выражение функции распределения 
случайного вектора имеет вид: 
1 — (ЕР 1х) 
т а : (29) 
(27) * 21? 
причем начало координат предполагается в центре распределения. 
Если начало координат находится в некоторой произвольной точке, 
то функция нормального распределения имеет следующий вид: 
> (Халаты? № Бет) 
Ф(х) =е (30) 
Заметим, что в показателе стоит полином второй степени отно- 
сительно п переменных. Последнее свойство мы принимаем за опре- 
деление нормального распределения. 
Пользуясь векторными обозначениями, перзпишем (30) в виде 
—1 (кАХ+аЬх+) 

ф(х) =е ы ) (34) 
где Ъ —ковариантный вектор, `] — некоторый скаляр. Квадратичная 
форма хАх должна быть положительна, так как именно она определяет 
знак показателя при достаточно больших значениях компонент х. 


Ч 


ГА 
* Исходя из выражения для С = и| можно вывести соотношение (27), диф- 


2 
(2=) 

ференцируя по параметру а; тождество (26). Это доказательство обычно приво- 

цится в курсах теории вероятностей. 
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Перенесем начало координат в некоторую точку а, полагая 


х=а- Е. 
"Тогда 
хАх - 26х-- = (Е АЕ) +2 (+ Аа) Е -| (аАа-- 2а-Р у), 
так как 
АЖ 
Положим теперь 
а. (32) 


"Тогда члены, содержащие первые степени, исчезнут. Окончательно 
имеем 
— (ха) А (кв) 
Ф(х)=Се (33) 
Последнее выражение, симметричное относительно (х—а), согласно 
предыдущему определяет распределение & относительно центра, „т. е. 


М.О. &=М.О. (х—а)=0. 


Следовательно, 
М.0.х=а= — А. (34) 
На основании (27) и (34), соотношение (33) можно переписать в виде: 
1 — (х—М.О.х) О-: (х-М.О,х) 
ре аи. (35) 
(2) |р|* 


По доказанному математическое ожидание и дисперсия вполне 
определяют функцию распределения случайного вектора, если только 
распределение не кырождено. 

При нормальном, но вырожденном распределении мы должны выде- 
лить сначала многообразие возможных значений О„С- И» и построить 
функцию распределения на этом многообразии (относительно Ош рас- 
пределение не будет уже вырождено)*. Так как ранг Д равен т, 
то всегда можно найти такое неособенное преобразование, что 


Тело 


А, 5, 
6:0 


где главный минор |ЛД»| отличен от нуля, а прочие элементы матрицы — 
нули. Тогда первые т ортов определяют искомое многообразие Иж, 
а матрица О», являясь полным тензором в Ош, определяет распреде- 
ление. 

Примером такого вырождения может служить вырождение простран- 
ственного распределения в плоское, причем объемную плотность 
вероятности приходится заменять поверхностной. 


* Изложенное представляет по существу определение нормального выро- 


жденного распределения. 


ИМЕН, Серия математич., № 3 4 


350 А. М. ОБУХОВ 


4. Корреляция елучайных векторов 


Рассмотрим теперь случай системы из двух коррэлятивно связанных 
случайных векторов хи у. Предположим, что хиу заданы в про- 


странствах 
хоеб%, У. 


Корреляция между двумя величинами вполне определяется за- 
данием комбинационного распределения — вероятностей комбинаций 
р (х, у). 

Множество всех комбинаций значений х и у мы назовем простран- 
ством комбинаций С. Последнее можно интерпретировать как много- 
образие 2и измерений, построенное на базисе П„, И». Элементами этого 
многообразия будут векторы 2п измерений — «прямые суммы» векторов 
хи у, которые мы будем обозначать символом 


Хо) 


Таким образом, исследование корреляции формально сводится 
к изучению распределения вероятности в С›„. Если это распреде- 
ление нормально, то корреляцию также будем называть нормальной. 
Этот, практически наиболее важный случай мы и будем рассматривать. 
в дальнейшем. 

Отметим принципиальное различие между, с одной стороны, фик- 
тивным С и О», или Г, — с другой. В то время как с О, и Г, связана 
группа любых аффинных (и соответственно ортогональных, если вве- 
дена метрика) преобразований, в Сэ„ допустима только группа пре- 
образований, удовлетворяющая требованию корреляционной эквива- 
лентности — при отображениях С»-> С»; Ими И» должны отображаться 
сами на себя. 

Аналитически эти преобразования представляются квазидиагональ- 
ными матрицами вида 


РО 

Ы 
Это различие обусловливает своеобразие проблемы теории корреляции, 
ее отличие от задач теории распределения в многомерных простран- 
ствах. 

Задача теории нормальной корреляции состоит в разыскании таких 
соотношений между параметрами комбинационного распределения, 
которые инвариантны относительно группы квазидиагональных прёобра- 
зований (36). 

В пространстве С», нам придется иметь дело с матрицами 2и изме- 
рений, которые можно рассматривать как составленные ‘из четырех 


(36) 


п-мерных матриц 


Такие матрицы мы будем называть составными. 
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Как известно, составные матрицы обладают многими свойствами 
обыкновенных числовых матриц: 


ГА а. . Г 4* С* 
2) самосопряженная матрица имеет вид: 
| А В з А" = А : 
ВС абс 
3) произведение двух составных матриц представляется в виде 
т Аз» ] ] В; Вь» | ие. | А: В - А» Вь1, А.В» АВ 
А»: А» ) т Вл В+» ] и | 4 В: + А»Вь1, АВ» + АВ.» 3 | 
Эти свойства легко доказываются, если представить элементы состав- 


ной матрицы матрицами п-ого порядка в развернутом виде и произвести 
указанные операции. 


Найдем обратную матрицу для симметричной составной матрицы. 
Так как решение будет также симметричным, то искомую матрицу 
можно записать в виде 

] и | 


ий 
и задача сводится к решению матричного уравнения 
Гав] {ху _ [Е0\ 
И ош В 
Решая элементарными методами систему уравнений для соответствую- 
щих матричных компонент, получаем: 


Хоу = (ОВО бе в 


откуда 


1) 


> 


1 
К 
( 

2 


|. В и (7) 


ТО И НЕ И 


В качестве примера составной матрицы приведем диадный квадрат 
«прямой суммы» двух векторов 


о У 
аи. 
у У 
Все свойства математических ожиданий, сформулированные выше, 
справедливы, разумеется, и для С». 
Определим «дисперсию» составного вектора, предполагая для про- 
стоты, что М.О.х=0 и М.О.у=0: 


ро =М0. {кой} =мо. [9 
Так как 
МОЕ МО; 


то 


[РМ л 


о во 


(38) 


ет 
сл 
55 
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где Л (х) и Р(у)—знакомые уже нам дисперсии хиу, М=М.О. {ху} — 
так называемый комбинационный момент. 

Произведем теперь преобразование пространств Ок, И»: 

х = Тх’, у= у’. 

Это — эквивалентно преобразованию С›„ с помощью квазидиагональной 
матрицы (36). Тогда согласно (18) имеем 

. ГГ: 5 ОД 

р-реоя = [60} 2 {00 
ыы ТЦ 
и 912,9" Г 

р=р(хоу), Р,=В(х), Б,=РБ(у). 
Тот же результат мы получили бы, преобразуя отдельно каждый эле- 
мент составной матрицы О), исходя из их определения. 

После этих предварительных замечаний переходим к исследованию 
нормального комбинационного распределения (нормальной корреляции). 
Не нарушая общности, можно положить 

М.О.х=0, М:О.у=0 
(начало координат помещено в центре распределения); в этом случае 
в функции комбинационного распределения будут отсутствовать член 
первой степени. Распределения х и у предполагаются невырожденными: 
12,10; |2,|=0. 
Кроме того, мы сначала исключим случай вырожденной корреляции *. 
При этих предположениях между компонентами хОу не может суще- 
ствовать функциональных линейных зависимостей, так как в противном 
случае мы имели бы вырожденную корреляцию. Следовательно, 

4 

м р 


и распределение в пространстве т С», (комбинационное рас- 
пределение) может быть представлено гауссовой функцией: 


(39) 


р 


1 г у; 
р(х,у)= бе *“®”)диаь, 


где К (х, у) — квадратичная форма компонент хОу. 
Согласно (27) ядро К (х, у) 
ЕР (40) 


ыы м \ 
| м" р, | 


где 


* Корреляция называется вырождающейся, если существуют такие линейные 


формы компонент хи у — их и уу, что вероятность неравенства (их) == (уу) равна 
нулю 


Р (их = уу) = 0. 
Число линейно независимых форм, обладающих этим свойством, будем называть 
степенью вырождения. 
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Представим К в форме составной матрицы: 


|. ГРС 
а. 


и частично развернем К (х, у): 
Е С 


К (х, у) = (хоу) и г (хоу) 
=хЁх--2хСу--уНу. (41) 


Мы получили сумму квадратичных и билинейных форм. Подставляя (41) 
в выражение для р(х, у), имеем 


р о (42) 
(2 =)" |2 [2 
где 
ых 


Полученная форма функции комбинационного распределения предста- 
вляется наиболее удобной при дальнейших выкладках. 


5. Условные распределения 
По теореме умножения вероятностей, 


р(х, у) =р(х)-р,(у)=р, (х) р (у), 
откуда 


=). р(х, у). (43) 


Условное распределение отличается от комбинационного только на 
постоянный (относительно рассматриваемой переменной) множитель, 


й 
в данном случае на -——. 
у Р(х)} 


Фиксируя в (42) некоторое значение х, получаем выражение для 
условного распределения у с точностью до постоянного множителя 


5 (хЕх-+2х@у-+уНУ) 


р =С’ ФСЕ 4ъ. (44) 
Легко видеть, что распределение относительно у нормально. Опре- 


делим его дисперсию Д(у) (назовем ее условной дисперсией) и матема- 
тическое ожидание (условное математическое ожидание), преобразуя 


показатель согласно (32) (роль вектора Ъ играет С*х): 


4(у)=Н`* (45) 
М.О у—— НС Рыь, (46) 

где 
РИС” (47) 


Зная математическое ожидание и дисперсию, можно написать точное 
выражение условного распределения: 


1 
— = (У-Р‚:х) Н(У-Р::х) 


р, (У) = Се ах, (65) 
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где 

т 
АА 1 
= = = 


(2=) ® (2) 


с - 


т 
[А [2 


Дисперсия у при условном распределении оказывается постоян- 
ной, условное М.О. линейной векторфункцией х. Эту функ- 
цию мы будем называть уравнением регрессии. 

Пользуясь полученным выражением для условного распределения (48), 
легко получить основное распределение х на основании (43). Для этого 
преобразуем показатель К (х, у), представив у в виде 


у=у- В ‘6х = НОР —Н С 
К (х, у) =х(Е—СН`'б*)х- (у — Р.Х) Н (у — Рох), 
так как 
Н*=Н. 


Подставляя полученное выражение в (42), имеем: 


У х(Р-бН-6*)х -ТО-РЫЮН(@-Р,и к) 


Ву Се и Сье 45, (49) 


где 
Е. 


Так как второй множитель (49) есть не что иное, как р‚(у), то для 
основного распределения р(х) получаем 


= : х(Е-@Н-106*)х 


ро, (50) 
Следовательно, 
о (54) 
о ы В 
(2=) ИР (2=) 


Соотношение (51) может быть получено также чисто алгебраически на 
основании соотношения (40) 


ОО ие ры 
т 

путем применения к правой части формулы обращения составной 

матрицы (37). 


Сравнивая постоянные коэффициенты С, С., С5, получаем любопыт- 
ное выражение для детерминанта составной матрицы. Так как 


С=50,:С5 


то 


1 
Е а ; А, =А(у), 
(2=)" И |] ть =^(у) 
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откуда 
12 |=12, 1143. 
Гр ИАЕЬ 
Е С > —1/* —1/-* 
р Е В И (52) 


Было бы интересно найти чисто алгебраическое доказательство этого 
соотношения. 

Совершенно аналогичным снособом можно определить условное рас- 
пределение для х и основное для у. Так как х иу входят в К (х, у) 
вполне равноправно, то формулы, справедливые для х, переходят 
в формулы для у и обратно, если произвести подотановку 


Е->-Н; С<>(*. 
Пользуясь этим, получаем: 


Ч. 1 
— 5 (Х-Р:зу) Е(х-Р,:у) 2$ У(Н-@*Е-*@)у 


р (х, у) = Се аи Сье 40, (49а) 
1 *#и—1 

Е а (50а) 

ВЕС. (54а) 


Условное распределение 
1 
Е (х-Р,.у)Е(х-Р,зУ) 


ру(х) == Сле и, (48а) 
где 


Р»›у=М.О., (х)=— Е "бу (46а) 
уравнение регрессии у на х; условная дисперсия 
д(х)=Д,=Е-*. (45а) 


Пользуясь связью между коэффициентами С и С1, С», на основа- 
нии (49а) получаем вторую формулу для детерминанта составной 
матрицы: 


Г С НЯ 
С* и|=1РН — РС"Е С |. (53) 


В приведенных выше рассуждениях мы существенно пользовались 
существованием Ш.‘ О." А!", Д;". Последнее вытекает из наших 
предположений: 

1) распределение х иув Он и И, не вырождено 


12; | = 0, [2.| = 0; 


2) корреляция между х и у не вырождена. 

Действительно, если бы Д, или Д, были особенными (например 
|А,|=0), это означало бы, что многообразие возможных значений при 
условном распределении имеет меньше измерений, чем п, т. е. мы имели 
бы частично вырожденную корреляцию. 
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6. Тензоры корреляции 


Определим теперь некоторые новые величины, характеризующие 
корреляцию между х и у, аналогичные коэффициенту корреляции. 

Назовем квадратом тензора корреляции в О, произведение 
отображений регрессии 


2 
В: =Р»Рьл, (54) 
которое представляет некоторое отображение И» само на себя 
2 
х’ = Р;оу = РгРах = Вах 


и определяет, таким образом, смешанный тензор. Аналогично опреде- 
ляем тензор корреляции в У» 


В. = РыРа», (54а) 


В? осуществляет отображение И». 
Подставляя вместо Р., и Р» их соответствующие выражения, 
получаем: 


В! -=Е СН 'С*, (55) 
В. = СВО. (55а) 


Наличие двух тензоров корреляции объясняется тем, что один 
и тот же факт — связь между х и ур-— характеризуется с различных 
точек зрения: ДП, дает оценку в системе координат 0„, В, — в системе И». 
Как мы покажем ниже, матрицы В! и В» эквивалентны и, следова- 
тельно, инварианты их совпадают. 

Таким образом, мы определили квадрат тензора корреляции. Самый 
тензор корреляции можно определить как одно из значений квадратного 
корня из соответствующей матрицы, имеющее все характеристические 
числа положительными. Последнее условие устраняет неудобство, свя- 
занное с многозначностью операции извлечения квадратного корня 
из матрицы. 

Выведем важное соотношение, связывающее В! с А, и О.. Имеем 


Е с (55) 
ее, (45а) 
р. =(Е— 6Н7' 6%) (51) 
откуда 
ЕАО =Е—Е (ЕСН *) = В. (56) 
Аналогично — соотношение для В: 
ВАА“ (56а) 


Мы получили, таким образом, формулы, заменяющие в случае век- 


торных переменных известное равенство для скалярных случайных 
величин 


02 
По 


Г 


[6 
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7. Свойства уклонений 
Сконструируем новую величину: 
я 8 =х — Ру. Е (57) 
&, очевидно, представляет случайный вектор в ПО». Назовем его «укло- 
нением» х от уравнения регрессии. Аналогично уклонением у назовем 
вектор 
=уУ — Рах. (57а) 
Очевидно, 
Е У». 
Покажем, что Е и \ стохастически независимы. Так как задание 
системы 8 и у эквивалентно заданию х и у, то 


Р(Е, у) =Р (х, У), 
откуда легко получить выражение для функции комбинационного 
распределения р(Е, у), подставив в правую часть х=Р., у-+- Е и произ- 


ведя соответствующие алгебраические преобразования. В силу (49) 
имеем 


Е: -195 
р(ху=Рр(Е, У =С1е 9 ди с,е 2" 4. (58) 
Так как второй множитель представляет р(у), то первый множи- 


тель, не содержащий у, тождественен с р(Е). Следовательно, 


Р(Е, у) =р (8) р(у), (59) 


что и требовалось доказать. 
Аналогично доказывается независимость х и т: 


Рр(х, Т=р (Тр (х). (59а) 

Отметим, что 
О (=) =А(х), (60) 
2 (1) =А(у). (60а) 


Линейность уравнений регрессии и доказанные свойства уклоне- 
ний являются характерными особенностями нормальной корреляции 
и могли бы служить определением последней. Здесь имеет место сле- 
дующая теорема: 

Если для двух коррелятивно связанных случайных векторов хи у 
существуют такие векторфункции Ау и Вх, что 

&=х—Ау и м=у— Вх 
не зависят соответственно от у и х, причем 
[АВ +0 и |Е—АВ| +0, 


то корреляция между х и у нормальна *. 
* Легко покэзать, что А и В могут быгь только отображениями регрессии- 
Так как &, у независимы, то 


М.О. (5) =М.О. (5) = 0, 
М.О., (х— Ау) = М.О., (х) — Чу=0, 
Е 
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Доказательство теоремы аналогично данному для одномерного слу- 
чая С. Н. Бернштейном. Последнее без труда переносится на случай 
вектора применением тензорных обозначений. 

Основываясь на линейности уравнений регрессии и свойствах укло- 
нений &9\ при нормальной корреляции, можно получить непосред- 
ственно явное выражение В, Д, Р через параметры распределения 

ПИ. 0 


Последнее особенно важно для исследования вырождающейся корре- 
ляции, так как в этом случае РЕ, С,Н вообще не существуют. 

По доказанному ранее уклонения от уравнений регрессии удовлетво- 
ряют условиям (59), (59а). Применяя к произведению {Е, у} теорему 
умножения математических ожиданий, имеем 


М.О. {(х — Р..у)у} = {М.О. (х—Р..У)М.0.у} =0. 


С другой стороны, 
М.О. {(х— Рьу)у} =М-— Р.О, =0, 


откуда 
Р.= МР". (61) 
Аналогично 
РМО (61а) 
Тензоры ‘корреляции согласно (54), (54а) выразятся так: 
= МР». *М*Р:*, (62) 
В = М*О:*МБ»". (62а) 


Определим условные дисперсии на основании (60) и (60а): 


4. =М.О. {#2} =М.О. {х— Рьу, Е} М.О. {хЕ}, 


А, =М.О. {х?} —М.О. {хРьу} = 2, — МР" М*. (63) 
Аналогично 
А.=р.— М*Р: "М. (63а) 
Из сравнения (62) и (63) следует: 
4. =(Е— В) Г,, (56) 
А4,=(Е— В?) .. (56а) 


Эти соотношения мы уже имели (стр. 356). Отметим, что выражения 
(61) — (63а) всегда имеют смысл, так как по предположению дисперсии 
не вырождаются. 

Сопоставляя полученные формулы (61), (61а), (63), (63а) с выве- 
денными ранее (46а), (47), (45а), (45), для тех же величин можно 
исключить из полученной системы уравнений Р|„, Р.., Д., Д, и выразить 
Е, С, С*, Н через Р,, М, М*, р»: 


РР, — МОМ") * ОМ о 
в*=(М МВ НИ ПЕ. 
Тот же результат мы могли бы получить чисто алгебраически, при- 
меняя к соотношению (40) формулу обращения (37). 
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8. Преобразование системы 


Исследуем вариантность рассмотренных нами величин и докажем 
их тензорный характер. Пусть мы имеем преобразование 


х=Тх,, \ 

о 36 
у= Оу’, } бо 
|Т9|=0 


Дисперсии и комбинационный момент, согласно (39), преобразуются 


по формулам: 
1 


А 
М'’=тТ*Мо* ы 
Я 


Параметры комбинационного распределения преобразуются согласно 


(39) и (40): 


РЕТЕРТ, 
ТО, 
В О*НО, 


Подставляя (39) в формулы для Р, АД, В, получаем их закон преобра- 
зования: 


Рь= М’: '=Т "Р.О; Ра=Оо “РТ; 
В =РЬР=ТАВТ; — В=О- ВЮ; (64) 
АР” = ТОТ") №9 "А, 0". 


Таким образом, мы непосредственно убедились, что условные диспер- 
‘сии предоставляют контрвариантные тензоры в соответствующих про- 
2 
странствах, а В! и В: являются смешанными тензорами в Они И,. 
Можно также легко проверить инвариантность уравнений ре- 
грессии: 
= Рах, 
{7 
= а ы 
= 0 ра Тх’ = Рых.. 
Отметим смешанный характер преобразования Р‚, (а также Р:», 


М, С). Перечисленные величины зависят от двух координатных систем 
и поэтому в их закон преобразования одновременно входят Т и О. 


Величины подобного рода рассматривались уже Скаутеном и были 
им названы «связывающими» тензорами (Уег1пдипозотбззеп) (°). 

Так как Ви В> являются смешанными тензорами, то для 
каждого из них существует система инвариантов — их собственные 
значения г; и г; — корни уравнений 

2 


1 
оо (65) 
188 —РЕ|=0. (65а) 


у 
Чу’ 
У. 


р 2 
Докажем, что инварианты А; и В> совпадают. Для этого доста- 
точно показать их совпадение хотя бы только в одной 
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системе координат (или для одной из эквивалентных систем) 
в силу инвариантности. 

Если в какой-либо эквивалентной системе матрицы Р\. и Рь. ком- 
мутируют, то для такой системы В! и В> численно совпадают и тео- 
рема доказана. Предположим, что |Р;,| +0; тогда, полагая 

Т=—=Ру, О, 
находим искомую систему. Матрица регрессии 
Р»=Рь Р.Е =Е 
и коммутирует со всеми матрицами. 

Переходя к пределу, можно обобщить результат и на случай осо- 
бенных Р. Пусть |Р;.|=0, что может быть только, если |М|=0. 
Рассмотрим «соседнюю» корреляционную систему, у которой 

ВиО; РВ М = МЕ. 
При достаточно малых (, но больших нуля 
№ >1>0, 
где Л, — первый отличный от нуля корень уравнения 
[М ^Е|=0, 
1-м +481 = 0. 


Как корни характеристического уравнения (65), г? и г? являются 


1 2 
непрерывными функциями элементов матрицы М и, следовательно, 
в данном случае переменного параметра 1. 

Так как при \>0 


Г —7 
1 2 


и предельные значения г; (0) и г;(0) существуют, то в силу непрерыв- 
1 2 


ности они не могут быть различными. 
Благодаря равенству инвариантов г; и Г; мы можем говорить вообще 
1 2 


о корреляционных инвариантах системы г;; число их 
всегда равно и (учитывая кратность корней). 

Покажем, что у тензоров корреляции существует система незави- 
симых главных направлений, т. е. матрицы П! и В» всегда приводимы 
к диагональному виду. 

Доказательство основывается на соотношении (56) 


о = 

В=Е— АО". 
Так как О не вырождено и пДаи является положительной квадратич- 
ной формой ковариантного вектора и, то на основании известной 

С] 
теоремы о приводимости пар квадратичных форм (из которых одна 
определенная) [(“) и (5)], существует и независимых ковариантных 
векторов таких, что 
Ди; = А:Ои,, (66) 

причем А; удовлетворяют уравнению 


о 
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Полагая 
п: =ра, и: =Д7щь 
подставим в (66) 
р АР; =Аан, 
В =(Е— АР") в: = (1 — =. (67) 
Таким образом 
ТЯ (68) 
Система контрвариантных векторов 
п; = Ди; (69) 


является системой главных направлений соответствующего В. Так как ий 
линейно независимы и |О| = 0, то п; также линейно независимы. 

Из доказанного следует также, что ’; всегда вещественны. 

Покажем, что 

бл = (70) 
или, что равносильно, 
Ал; =0. 

Сконструируем с помощью кова- 
риантного вектора скалярную случай- 
ную величину 


а = (их). 
Она, очевидно, связана нормальной 
корреляцией с системой компонент 
у = (91, У», -.., Ул). Определим основную 
и условную дисперсию & на основа- 
нии (23): 


Так как на основании соображений элементарной теории корреляции 


9 = 8? =<0?, то для произвольного и 


о 
пра 


=: 


Полагая и = ц;, получаем искомое неравенство в силу (66). 

Главным направлениям тензора корреляции можно дать наглядную 
интерпретацию — как системе направлений, взаимно сопряженных отно- 
сительно эллипсоидов дисперсии: 


хр-1х—=1, (71) 
ХА х=4. (72) 


Плоскости, сопряженные направлению п относительно эллипсои- 
дов (74), (72), выразятся уравнениями: 


их = 0, 


Шх 0, 
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где 
и Оп, 
и’ = А-Щ. 


Для совпадения полученных плоскостей необходимо и достаточно, 
чтобы 


и =Ха’, 
рп =АА в, 
АБ: = Аи. 


Таким образом, п=и; является главным направлением тензора 
корреляции. 

Условие совпадения сопряженных плоскостей можно заменить усло- 
вием параллельности касательных плоскостей, опредёляемых уравне- 
ниями 


Изложенное иллюстрировано на чертеже в применении к двухмер- 
ному вектору. 


9. Каноническая система координат 


Докажем существование некоторой специальной системы координат, 
в которой все рассмотренные нами тензоры выражаются диагональными 
матрицами. Такую систему будем называть канонической. Достаточно 
показать, что матрицы О,, М, О, могут быть одновременно приведены 
к диагональному виду при помощи неособенных преобразований (36). 

Доказательство основывается на нижеследующей лемме: 

Всякая матрица может быть представлена в форме произведения 


М=о,[т]0., (73) 
где 0 и @®, — ортогональные матрицы *. 


Доказательство. Так как ММ* симметрично, то 


ММ*=0, [51 0%, 
где $; — вещественны, или 


О. ММ*О, =[51. 


Полагая 
ом =М,, 
имеем 
М.М! 5 9 
или в координатах 
` ^ © 1 Е 7 
: а У (Муь (Мо, ба ОЕ 


* В несколько иной формулировке это предложение было доказано Ф.Р. Гант- 
махером в 1929 г. (3). 
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Трактуя строки М, как вектора т; = (М1 в), ® =1, 2, ..., п, перепишем 
последнее равенство в виде скалярных произведений 
ре 
И = 5: = 0, 
шли» =0 1= А. 


Нормируя векторы ш.:, получаем ортогонально нормированную си- 


стему: 
п; — | Уз | пр, 
Иа = 9. (74) 


Если среди 5$; имеются нули, то соответствующие п; выбираются 
произвольно, лишь бы они с остальными и образовали нормальную 
систему. Образуя из п; ортогональную матрицу 


0,={ п; } = {па }; 


можно переписать соотношения (74) в виде одного матричного равенства 


М. =[Из]0.. 
Но так как М=оО.Му., то, полагая [Из |=: =0, получавм искомый 
результат (73). 
Произведем преобразование дисперсии. Так как формы хр; "хи ур "у 
существенно положительны и, следовательно, приводимы к сумме ква- 
дратов, то О, и О. приводимы к единичным матрицам. Пусть 


рее: 
у= у’ 


соответствующее преобразование системы. Тогда 
1 


р:=Т. РТ: = Е, 
р.=0:'0.01 "= Е, 
МЕТА МО: 
Применим доказанную лемму (73): 
М'=о, [т] О“. 


Преобразуем полученную систему еще раз с помощью ортогональных 
преобразований: 


Ех”, 
у’ рев У 
Тогда м 
р, =О! ЕО, = Е, 
Дь =0:0ОЕ,=Е, 
М'= оо [т 0205 =[та. 
Полагая 


о ОО 
получаем искомое преобразование 
хх, бу=оОу” (75) 
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приводящее первоначальную систему к каноническому виду (штрихи 
опускаем): 


р. =А, 
М=[та, (76) 
В =: 


При интерпретации преобразований (75), как преобразований коор- 
динат, компоненты единичных векторов новой (канонической) системы 
в старой системе выражаются вертикальными колонками матриц Т и 0. 
Направления координатных векторов канонической системы Ни 4: мы 
будем называть главными корреляционными направле- 
ниями. 

Найдем выражения основных корреляционных характеристик (Р, Д, В) 
в канонической системе координат (76) согласно (61), (62), (63): 


Ри» = Ры. = [ии], (77) 
=, =Е— [т] =[(4 — т), (78) 
В1=В =[и], } (79) 
В. =В, =[та. 
Следовательно, 
вт. (79а) 


Таким образом, диагональные элементы приведенного комбинацион- 
ного момента совпадают с корреляционными инвариантами. Так как 
У ь М.О. (2/ь), 
то легко раскрыть вероятностный смысл корреляционных инвариантов. 
Обозначим через г. коэффициент корреляции между 1-той компонентой 
хи А-той компонентой у: 
М.О. (хук) Мах 


Па: 2) = Умо-ту мо ОвумО в УТ. ИБ=` 


В канонической системе 
(иг: при #=А \ 
то при 1+ )° 
Итак, корреляционные инварианты имеют смысл коэффициентов 
корреляции между соответствующими компонентами векто- 
ровхиув канонической системе координат. Коэффициенты 
корреляции между несоответствующими компонентами векторов х и у, 
равно как и различными компонентами одного и того же вектора, 
равны нулю. 


(80) 


Напишем выражение функции комбинационного распределения в ка- 
нонических координатах (21, :), пользуясь формулами (42), (40), (37) и (52): 


рен = =. 


в: в [= п (1—^), 


У у: 
- о 


$=1 


К (х, у) = 
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м 


п 
1 > р р я 
в = =. не ат: ау: = Пр(, у). (84) 
= й | 1. 


,2 ро ‚2 
(хз фаир уг ) 


Таким образом, отдельные пары соответствующих координат пред- 
ставляют систему независимых случайных величин. Тем самым задача 
сводится к изучению корреляции одномерных объектов. 


10. Разложение системы 


Доказанную выше теорему о существовании главных корреляцион- 
ных направлений можно теперь сформулировать в следующей инва- 
риантной форме: в пространствах И» и И, существуют такие системы 
линейно независимых направлений, что при разложении векторов по 
этим направлениям 


хх. | х, |... [х, у=у. РУ»... Ну» 


корреляция х, у разлагается в произведения линейных корреляций 
соответствующих компонент: 


т 
р(х, у) = Пр(хь уд, (81а) 
=1 
где х; =, у: =9:4; Ни 9; — координатные векторы канонической си- 
стемы. 

Коэффициенты корреляции этих частичных линейных систем равны 
корреляционным инвариантам. Отсюда, как следствие, получаем тео- 
рему об эквивалентности: 

Если две нормальные корреляционные системы из двух случайных 
п-мерных векторов имеют соответственно равные корреляционные инва- 
рианты, то системы эквивалентны. 

Обе системы могут быть разложены в произведения линейных кор- 
реляций, причем коэффициенты корреляции соответствующих частичных 
систем равны (так как они совпадают с общими корреляционными инва- 
риантами). На основании свойства коэффициента корреляции (отр. 341) 
соответствующие линейные корреляционные системы эквивалентны, так 
как их коэффициенты корреляции равны. Но если эквивалентны ча- 
стичные системы, то эквивалентно. и их произведение. 

Вопрос об однозначности разложения данной п-мерной корреляции 
в произведение линейных корреляций сводится к однозначности опре- 
деления канонической системы координат. Действительно, мы показали, 
что каноническая система координат определяет разложение; обратное 
совершенно очевидно — каждому разложению на линейные корреляции 


соответствует определенная каноническая система координат (с точ- 
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ностью до масштабов). Достаточно взять за направление осей направле- 
ния компонентов разложения. 
Покажем, что если все корреляционные инварианты различны, т. е. 
если уравнение 
| В? — Е |=0 (65) 


не имеет кратных корней, то главные корреляционные направления опре- 
деляются однозначно, т. е. существует только одно (с точностью экви- 
валентности) разложение системы на линейные. 

Действительно, главные корреляционные направления всегда су- 
ществуют и являются одновременно главными направле- 
ниями соответствующих тензоров корреляции (так 
как последние в канонической системе выражаются диагональными ма- 
трицами). Но если среди г} нет кратных, то для каждого из тензоров 
В, и В, существует только одна система главных направлений, ко- 
торая, следовательно, совпадает с системой главных корреляцион- 
ных направлений в данном пространстве. 

Это свойство’ дает возможность практически удобно разложить си- 
стему на составляющие. В произвольной системе координат определяем 


компоненты тензоров В! и В?, затем определяем корреляционные инва- 
рианты и главные направления, которые в силу однознач- 
ности определения и будут главными корреляционными направлениями. 
Остается выбрать их за оси координат, и мы автоматически получим 
разложение в функции комбинационного распределения на множители 


Ш Й ВС. (= и 
2 2 р. к 2 
р(х, у) = п 1-й \ в; бб ву.) Фа ау. — (81Ъ) 
112225, И! = 
Значения ох; и су; в этом случае могут быть произвольными и зави- 
сят лишь от выбора масштабов. 


Предположим теперь противоположный случай, — все инварианты 

совпадают: 

Г; = Г. 
Так как В? приводимо, то в этом случае В? =г2Е в любой системе 
координат. 

За главное направление в одном из пространств (например 0») 
может быть принята любая система направлений, сопряженных отно- 
сительно 0; 1, тем самым в И, главные направления определяются одно- 
значно при помощи уравнения регрессии 

Ч = ВР, 
где & — главное направление в О». Только в этом случае Р будут 
выражаться диагональными матрицами. Если предполагать, что диспер- 
сии приведены к нормальному виду 2, =, =Е, то главные направле- 
ния в системе (х, у) определяются с точностью до одного произвольного 
ортогонального преобразования. Этот случай мы будем называть изо- 
тропной корреляцией (определяемой одним только скаляром г). 
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Разберем общий случай. Уравнение (65) имеет корни 


г, — кратности 4. | 
т. — кратности 4» 


О, В. 


тр кратности 4» 


Каждое из пространств расщепляется на инвариантные многообразия 
(по отношению к преобразованию с помощью тензора корреляции): 


О, —=‘Оа, + Па, т. + а», (82) 
У, = Га, Га, |... Га,» (82а) 
соответствующие значениям корней т, Г.,..., Гр (8). 


Многообразия Оа, и Га, связаны изотропной корреляцией, а перво- 
начальная система разлагается в произведение изотропных корреляций. 
Разложение это (в произведение изотропных корреляций с различ- 
ными Г») однозначно. 

Разложение на линейные составляющие в общем случае уже неодно- 
значно и определяется с точностью до произвольного квазидиагональ- 
ного ортогонального преобразования 


Тем самым мы получили полную классификацию нормальных кор- 
реляций двух п-мерных векторов. 

Отметим 060бо случай вырождения корреляции. Последнее имеет 
место, если некоторые из корреляционных инвариантов равны единице; 
соответствующие им компоненты х; и у; связаны функциональными 
соотношениями. Ранг Д равен числу отличных от единицы инвариантов. 
При В=Е имеем полное вырождение: дД=0, векторы х и у связаны 
линейным функциональным соотношением. 


Приложение. Уравнения регрессии е точки зрения принципа наименьших 
квадратов 


Как известно, уравнения регрессии удовлетворяют принципу наи- 
меньших квадратов: 
М.О. (5 — Ру)? = шшила. 
5% 
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Это требование может служить также определением уравнения ре- 
грессии. Покажем, что и для случайных векторов имеет место анало- 


гичная теорема. 
Зададим в ПО, метрику с помощью определенной положительной 


квадратичной формы 
[х |2 == Сова яВ (Сов = Сре). (83) 


Определим линейную вектор-векторфункцию Ру из условия 


М.О. |х — Ру? = шшива. (84) 
Покажем, что Ру совпадает с отображением регрессии. Для дока- 
зательства запишем условие (84) в координатах: 


5=М.0. |х — Рув=М.О. [Сов (52° — Ру”) (221 — Ру”) ] = папина, 


откуда 
ре =М.0. [-— 6.» (2* — Рьу”) у" — бы (#" — Рьу) у] =0, 
но 
СС, МОРЕМ МО В 
следовательно, 


—1 % 6. (М®— 0) =0 


или в матричной форме 
С(М— РО.) =0; 


так как |С| = 0, то 
Р= МБ", (85) 
Мы получили уже известные нам соотношения для Р (61). Заметим, 
что метрика нами была введена произвольно, Св удовлетворяло лишь 
требованию определенности и его значение не отразилось на результате. 
Это связано с аффинной инвариантностью уравнений регрессии. 


Поступило 


Саратовский гос. университет. 
21.11.1935 
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А. М. ОВООКНОЕЕ. $0В ГА СОВВЁГАТ!ОХ МОВМАГЕ ОЕЗ$ УЕСТЕОК$ 


ВЕЗОМЕ 
ТГ’еба4е 4ез уесфеитз а16або1гез Чапз И» зе зтрИЙе Беаисопр раг 
РаррИсайоп 4е 1а \6оме 4ез Ёопсопз-уесфеитз Пибалгез. Моиз 1п4го- 


Чи1зопз ]а уа!еиг шоуеппе, 501% 


Е(х) = (9х4 


Чип уесеаг а]6афо1ге; поиз сопз1Аёгопз 4е р1аз зоп бепзеиг 4е 41зрегз1оп 


Рр(х)=Е {(х— Ех)?}. 


Га @зичриоп заррозёе погта]е 4’ип уесфеиг а16а{ю1ге езё сотр] $етет® 
Чё{егиола6е раг Ё(х) её Д(х). 

Га согг@]айоп епёте 4еих уесфеитз а|\6афолгез зе Абфегилие раг ипе 
'брагЯМоцп 4ез ргофа!1166з Чапз ип езрасе & ‘2 аппепз1отз, 400% 1ез 
ро1п{з 50106 4ез ргодаиз Фтесёз (хоу). №103 1го4а1з0пз 1а пойоп 
4’баилуа]епсе еп согг@]айоп: Чеих зузф@тез (х, у) её (х’, у’) з0пф аез 
@филуа]ет{ез 10ог54и’1| ех1зёе ипе соггезроп4апсе Ыатуодае * 


хх’, 
уу > 


{еПе дие 1ез ргофар1ез Ч4ез сот1па1зопз соггезропдапфез зо1епф 14еп- 
Идиез. Ге раф 4е 1а Шёоме Че соггаМоп езф Г6ба4е 4ез шуатап(з 
сагас{6г1запф ]е зуз6ёте 4оппё & ипе @сдиуаепсе ргёз. 

Еп заррозапф фиае 1е зузфёте зе сотрозе 4е Ч4еах уесбеигз а]бацо1гез 
х #фу еп согг6]айоп погра]е, оп 1итоди1 1ез пойопз зуашщез: 

1) 1’1табе 4е гезгезз1от (Р.., Р.)—мпе 1опсоп-уесцеиг рег- 
шецапф 4611г 1ез уа]еитз шоуеппез соп41опиёез; 

2) 1а а1зрегз1ой соп9161отпе!1]е — ип фепзеиг сопёгауатать 
Нхе; 

3) 1ез фепзеигз 4е соггё|аф1от В, её В, —рго4иа!з Чез итазез 
4е согг6 ай оп: 


РР. А; = Р.Р: 


01 3016 4ез фепзеигз плх{ез Чез езрасез соггезроп4аи%з. 

Гез 1пуаг!ап{з Чез фепзеигз Д, её В, зоп® 1ез шётез; 1еаг епзетЫе 
сагасфегзе 1е зуз4ёете 4опиё & ипе ваилуаепсе ргёз. 

Га Ч6сотроз! оп Чез уесбепгз х её у зи1уапё 1ез Фгесйопз ргис1- 
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ра\ез Чез фепзеитз В, её В, егигаше 1а А6сотроз1 Иов Чи зуз\@те еп 
согг]айоп еп ап рго4и1% 


р (х, у) =Р (х»› У1) .--Р (Хл, У») 


Че Гасфеигз 4оппапф ]а согг@аоп 4ез сотшрозап4ез соггезроп4апфез. 
Сейме 4есотроз! оп езё ип1аще 1огзале ]ез 1пуаг!ап68 300% $03 16 гет4з 
еп4те ейх. 

Сез гбзаЦа{з репуепф &ге аррПаиёз апх @блаез ой 1ез доплёез ехрег1- 
шепфа]ез зе ргёзепцепф зои3 а {огте 4е уесфеитз зба зМиаез, раг ехетр]е 
Чапз ’64а4е Ча шаспёизше еф Чапз 1а шё@&ого]осле (биде ззайзиаие 
ез уеп&з). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1938 
ВОГГЕТ!М РЕ Т’АСАРЕМ1Е ОЕЗ ЭСТЕМСЕ$ РЕ 1108$5 


С]аззе Чез зс1епсез Отделение математических 
аа В6тачсиез её пафигеЦез : и естественных наук 


ЦП. Я. ПОЛУБАРИНОВА-КОЧИНА 


ПРИМЕНЕРИЕ ТЕОРИИ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ К НЕКОТОРЫМ СЛУЧАЯМ ДВИЖЕНИЯ 
ГРУНТОВОЙ ВОДЫ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье рассматриваются три примера (из которых последний 
является частным случаем второго) движения грунтовой воды через 
земляные плотины. Для их решения применяется теория линейных 
уравнений типа Фукса, причем, так как в этих примерах число особых 
точек удается свести к трем, то получаются просто уравнения гипергео- 
метрического ряда. 

Если рассматривается такое движение грунтовой воды, в котором 
нет промежутка высачивания, то обычно для решения задачи приме- 
няется метод Кирхгофа-Жуковского (см. например (з)). А именно, 
известно, что годограф скорости состоит в этих случаях из отрезков 
прямых, проходящих через начало, и дуг окружности, касающейся оси 
горизонтальной составляющей скорости в начале координат. Инверсия 
в окружности вдвое большего радиуса с центром в начале координат 
переводит как окружность, так и прямые в прямые, так что после 
инверсии получаем многоугольную область. С другой стороны, на 
плоскости комплексного потенциала мы будем иметь область, ограни- 
ченную отрезками, параллельными осям координат. Отображая на по- 
луплоскость обе многоугольные области, мы можем определить все 
элементы движения. 

Если же имеется промежуток высачивания, То ему соответствует 
на плоскости комплексного потенциала неизвестная кривая, а на 
плоскости комплексной скорости — прямая, не проходящая через начало, 
вследствие чего непосредственное применение формулы Кристоффеля- 
Шварца делается невозможным. 

Б. Б. Девисон ((1), (2), (3)) в 1932 г. и Г. Гамель ((8) и (7)) в 1934 г. 
решили задачу о движении грунтовой воды через земляную плотину 
с вертикальными стенками, на непроницаемом горизонтальном основа- 
нии. В этом движении всегда имеется промежуток высачивания. Оба 


аз 
автора сводят задачу к решению задачи Дирихле для функции =. 


{где 2=х-й/, #=5„— 2, — комплексная скорость), значения аргу- 
мента которой на контуре им удается определить. Этот метод приводит 
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к громоздким вычиблениям, трудно осуществимым на практике. Труд- 
ности значительно усложняются,’ если пытаться обобщить задачу на 
случай плотины с наклонными стенками. 

В настоящей работе дается новый метод решения задачи, основан- 
ный на применении аналитической теории линейных дифференциальных 
уравнений. А именно, решение задачи Девисона, а также второй 
задачи —о движении грунтовой воды через земляной экран, сечение 
которого представляет прямоугольный треугольник, —сводится к по- 
строению интегралов линейного уравнения с тремя особыми точками, 
т. е. гипергеометрического уравнения. Тема этой работы была предло- 
жена мне Н. Е. Кочиным, которому принадлежит основная идея 
метода — применение теории линейных уравнений. 

В следующей работе я предполагаю рассмотреть ряд задач, в кото- 
рых число особых точек равно четырем и пяти, —такова, в частности, 
задача, аналогичная задаче Девисона, где, однако, вертикальные стенки 
заменены наклонными. 


$1 
В этом параграфе рассматривается предварительная задача, резуль- 
татами решения которой нам придется в дальнейшем пользоваться. 
Пусть имеем функции й и Р, регулярные в верхней полуплоскости 
плоскости комплексного переменного #. При этом вещественная ось. 


д 102+ М0 ИВА (т? +7Е/=0_ 6 
1(Р2 +0Е)=0 4” 12 +4Е/=0 0 


Фиг. 1 


разбивается точками А, В, С ит. д. на отрезки АВ, ВС, ..., на каждом 
из которых выполняется по два условия вида: мнимая часть некоторой 
линейной комбинации наших функций с постоянными коэффициентами 
равна нулю. Пусть на отрезке АВ (фиг. 1) имеем: 
КМЕ- МЕ) =0, | } 
[(Р2+0Е)—0, (1) 
а на соседнем отрезке ВС 
(тб пЕ) = 
Г(рё + 4Е) = 
(Г означает мнимую часть функции). 
При этом должны выполняться условия: 
МО-МР-О, та—пр=0. 

Покажем, что функции й и Г могут быть аналитически продолжены 
на всю плоскость комплексного переменного #, причем при обходе 
вокруг особых точек А, В, С ит. д. они претерпевают линейные под- 
становки. Вычислим коэффициенты подстановки при обходе вокруг 
особой точки В. 


Мы можем воспользоваться принципом симметрии Римана-Шварца, 
причем для нас достаточен частный случай этого принципа, а именно: 


0, 
. р (2) 
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Если функция ](5) регулярна внутри области С, часть контура 
которой составляет отрезок вещественной оси (фиг. 2), и если при 
приближении к этому отрезку [(2) стремится к определенным веще- 
ственным значениям; непрерывным вдоль АВ, то функция }(2) может 
быть продолжена в область С\:, симметричную с С относительно веще- 
ственной оси. При этом продолженная функция будет в сопряженных 
точках принимать сопряженные значения, т. е. 


(=) =1 (2): 
В силу физических условий рассматриваемых 
нами дальше задач непрерывность значений 
функций Й и ЕЁ должна иметь место, так же 
как и существование предельных. значений 
этих функций при приближении к точкам кон- 
тура. В силу условий (1) функции МИ--МЕ 
и РА-Р ОЕ принимают на контуре веществен- Фиг. 2 
ные значения. Следовательно, эти функции 
могут быть продолжены через отрезок АВ в нижнюю часть плоскости 
1, причем в симметричных относительно вещественной оси точках они 
принимают сопряженные значения. 

Сделаем теперь в плоскости # разрез вдоль отрезка ВС и возьмем 
произвольную точку А’ на верхнем краю разреза. После обхода вокруг 
точки В в положительном направлении, т. е. в направлении, противо- 
ноложном движению часовой стрелки, мы придем в точку А”, находя- 
щуюся на нижнем крае разреза. При этом, если в точке А’ значения 
наших функций были 7 и К, то в точке А” обозначим их через 7* и Ё*. 
На основании сказанного выше должно быть: 


М7/*-- МЕ* = МАМЕ, | : 
ВАО" Е РИ-ЕОЕ | (3) 


(так как А’и А” можно рассматривать как симметричные относительно 
вещественной оси точки). 
Обратимся теперь к условиям на отрезке ВС. В точке А’ этого 
отрезка имеем: 
(тй-пЕ)=0. 


Если написать тй--пЁ в форме 
та --Е=- (т --пР-- тб ПЕ) (т пЕ — тй —пР), 
то это условие можно заменить таким: 
т пЕ — тё—пЕ=0 
в точке А’, а следовательно, и в точке А”. 
Таким же образом найдем 
Р-+ЧЕ— Рё —4ЁЕ=0 
в А’, а также в А”. 
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Из последних двух уравнений можем выразить Пи Е через 7 и К, 


затем подставить найденные Й и РЁ в уравнения (3) и решить последние 
относительно 7* и Ё*. Получим: 
ММ | тй + пЕ п 


ат 


ре 1Р9| | рё+аРа р2 + аР Р 
" Ро || | 
Р 
@1 [Ра м (4) 
м т2 -- п п Е 
р* — [Р.Р |Р2+ЧР Ч! ЮР | РА +ЧЁР 
м | тп 
РО 4 ) 
Если раскрыть определители, то будем иметь: 
+ — (та — рп) (МО — РМ) + (тр — рт) (№0 —0№] 2, 
(МО —МР) (т4 —пр)} 
+ 4 — 97) (М0 — РМ) + (та— р") (МР МР], 
о 
2* — [74 — рп) (МР — МР) + (тр — рт) Е 


(МО — МР) (та — пр} 

[74 — 97) (МР — МР) + (14 — р?) (МО РМ] Е (5) 
(МО — МР) (т4 —пр) 

При выводе формул (4) или (5) мы исходили из точки А’, лежащей на 
отрезке ВС, так что эти формулы справедливы для точек отрезка ВС. 
Но так как функции А, Е, 2* и Е* аналитические, то формулы (4) и (5) 
справедливы вообще, т. е. если бы мы взяли любую точку верхней 
полуплоскости и в ней взяли бы значения функций 0 и ЕР, дающие 
решение нашей задачи, то после однократного обхода точки В в поло- 
жительном направлении мы вернемся в исходную точку со значениями 
2* и Е*, удовлетворяющими равенствам (5). Таким образом (5) пред- 
ставляют искомую подстановку функций й, Е при обходе вокруг 
особой точки В. 

Отметим, что для получения подстановки около точки #= со нужно 
считать, что большие буквы М, Р, №, О принадлежат правому, а малые 
т, п, р, 4 — левому отрезкам вещественной оси, примыкающим к беско- 
нечно удаленной точке (на фиг. 1 большие буквы должны быть на 
отрезке СД, малые — на отрезке АР). 


Обозначим для краткости коэффициенты подстановки (5) буквами 
ре: 2 


-- 


2* =АЁ-ВЕ, | 
. (5') 
Е*=СР-ОЕ. | 
Тогда, как известно (см. например Зе Шезисег, «Глпеаге П1Иегепиа]- 


1есвипреп»), можно найти каноническую подстановку, если решить 
характеристическое уравнение 


А-В 
р ра |0. (6) 
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Пусть корни этого урзвнения будут / и А’. Так как по физическому 
смыслу наших функций 7 и РЁ (см. дальше примеры движения грунто- 
вых вод) мы должны считать их имеющими лишь регулярные особые 
точки (см. по этому ловоду Б. Девисон{1)), то Й и ЕЁ вблизи особой 


точки, например точки {=0, должны выражаться линейно через функ- 
ции У, и У, вида 


У, =" [ЫФ, (151$, (0, (7 


где $) = Ха, Ф, (= У ь,”. 
— Т= 


Если 9 - в’, то 4=0 (см. бе ез1пеег, стр. 462). 
При этом показатели а и а’ связаны с корнями характеристического 
уравнения А, Л’ следующими соотношениями: 


_ 54% ое 
бо, О: ^ ©) 


У, =#Ф, (2), } 


а и а’ определяются с точностью до целых слагаемых, вследствие 
многозначности логарифма. Дальше на примерах мы выясним, каким 
образом при решении гидродинамических задач получаются определен- 
ные значения д и д’. 
82 

Перейдем теперь к рассмотрению задачи Девисона. Пусть имеем 
земляную плотину с вертикальными стенками АД и ВС (фиг. 3). 
ССРН — непроницаемое горизонтальное основание, й,—высота воды 
в верхнем бьефе, й, — в ниж- 
нем (й, и 1, постоянны). Дли- 
на основания плотины равна 
1. Движение считаем плоским 
установившимся. Тогда, как 
известно (см. (!) или (3), (5), ($), 
существует потенциал скоро- 
сти ф гармоническая функ- 
ция, связанная с давлением р 
таким образом: 


в=—2* (-Р +), (9) 


где А — коэффициент фильтрации земляного слоя, р — давление, р — по- 
стоянная плотность, 2 — ускорение силы тяжести, У — высота, отсчиты- 
ваемая от непроницаемого основания. 

Рассмотрим условия на контуре. 

1° На свободной поверхности АВ давление должно равняться атмо- 


сферному: 


Р= Ро- 
Поэтому, на основании уравнения (9), имеем 


ф-- ву = Ро — оп. (10) 
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Кроме того, линия АВ есть линия тока, а потому на ней 


ф=@ = сопз%, (11) 
где ф — функция тока. 
2 На отрезке ВС имеем 
%—0. (12) 
Так как в водном ‘бассейне давление можно считать изменяющимся 
с глубиной по гидростатическому закону, то для верхнего бьефа 


р=Ро 28 (1, — У). 
Применяя это равенство к точкам границы ВС, найдем из (9), что 
на ВС 


вы 2: Е 
О. ИС: +», ) ф, = 6018$. (13) 
3° На линии основания СД имеем 

= 0, (14) 


и так как СЛ есть линия тока, 
ф = с013$. (15) 


Выбрав эту константу равной нулю, получим, что постоянная @ 
в формуле (11) есть расход через сечение ВС. 
4° На линии ДЕ условия аналогичны тем, которые мы имели 
на границе ВС: 
==. (16) 


9=— (+в, ) = —Ф.=6003%. (17) 
5° На промежутке высачивания ВА, как и на линии ДЕ, 


х=Ь, (18) 


и давление равно атмосферному, откуда 


ф-+ Ау = — ^^ = совы. (19) 
Введем комплексную переменную 
&=5-и 
и комплексный потенциал 
РЕФ 
являющийся функцией 2, и рассмотрим выражение 
ИА = —Ф-ЕА-Е(Ф- КУ). (20) 


Тогда условия на контуре, как заметил Б. Девисон (3), могут быть 
переписаны так: 


на АВ: Ци - ры ГР == ©0030 
>В: ее) 1 а т 

у Л: 2) = в, у 

» ЛЕ: 1 (12) = сопз%, Ги) м 

» ВА: [(12) == с0пз$, (И - 23) = с0оп3%. 
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При этом Б. Б. Девисон отметил, что для всех видов прямолинейных 
границ и для линии свободной поверхности контурные условия, кото- 
рые можно записать в виде 
е [(тз- п]) = с0п3$, 
Т(рё-- 4}) = 0018, 


имеют определитель, отличный от нуля: 
та — рп = 0. 

Отобразим область нашего движения на верхнюю полуплоскость 
плоскости комплексного переменного #. Предположим, что при этом 
точка А (фиг. 3) переходит в точку #=0, точка В — в точку # =1, точка 
С —в некоторую точку =а, ДЫ—в точку 1=6, наконец, точка Е 
пусть переходит в бесконечно удаленную точку. Вместо функций 5 
и ] будем рассматривать их производные по #, положив 


а=9, =. (21) 
Тогда условия на контуре перейдут в однородные условия для 21 и}: 
на ЕА: И (а - Е) =0; 
» АВ: Ву 0. Ги, + Ё21)=0; 
» ВС. И) = 0, м, 
» СО: = 0, 0: 
ОД 1.05: == О) 


Для дальнейшего упрощения контурных условий введем функции й 
и К, с помощью равенств 
В=ви@—а) 6—8, \ 
ЕЛИ. ) 
Примем значения агс({— а) и аго(Б—{) на вещественной оси для 
а <1<Ь равными нулю. Для этого промежутка будем иметь: 
1(2) = 1 (21) =0, 
ЩЕ) ЕТ) =0. 
При #<а4а аге(1—а)=т, при > аг2(6—= —т, а потому 


для 1 <а 
У 96 —й=НИв-96-5|, 


И—-96—5=-И/-968—5.. 
Поэтому для промежутков (1, а) и (5, о) имеем для функций би РЁ 
те же условия на контуре, что и для промежутка (а, 5): 
Е 
ИЕ) = 0. 

Точки а и 0 могли бы оказаться полюсами функций Й и Ё, 
но тогда ди }, как это видно из формул (21) и (22), обращались бы 
в бесконечность в этих точках (и притом порядка большего, чем лога- 
рифм); следовательно, такая возможность исключена. 


(22) 


для >В 
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Таким образом, для функций 2 и Ру нас остается три особых 
точки: 0, 1 и <=, причем условия на контуре теперь будут иметь вид: 
на ЕА, т.е. в промежутке —< <&< 0, 


1(2)=0, Г(Е-— 2) =0; 
на АВ, т.е. ши 0-11 
1(@Р)=0, Т(Е—122)=0; 
на ВЕ, т.е: для {<< ов, 
7 (2)=90, Г(Р)=0. 


Эти условия указаны на фиг: 4 


> КЕ-12)=0 Е-кР)= в 1 ИД/=0 69 
(7 =Ю р 1(Е)=0 В" 1(Е)=0. Е 
Фиг. 4 


Теперь мы можем, пользуясь формулами (4), найти подстановки 
системы функций 7, ЕЁ около особых точек. Рассматривая окрестность 
точки #=0, мы должны принять: 


М. Ма 


Р=\, 9=0, 
И 
2—0, Я. 
те-тЕ=Е — 7, 
РЕ-ЧЕ =. 
Поэтому будем иметь: 
К 1 ЕЯ 1| тт АЙ 
и ее И ме | ео: О 
гы — 1 р 1 25 
1 я ео 
ЯР + ЕЕ 28 
= = —й т: 
Жак — #7 1 1 к а о 
+ | ею а 
Ре Е —=ЗЕ — 2447. 


Видим, что функции 0 и РЁ при обходе вокруг точки #=0 в положи- 
тельном направлении испытывают подстановку 


9 
В 
0 9 


Составим характеристическое уравнение 


2 
о К =0, 
—2А 3—^ 


или А? —2\--1=0. 
Уравнение это имеет двойной корень 


АА 
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При обходе вокруг точки {= со мы должны взять 
тб --пЕ=Е—о АА, 


Получим 


Е*=— 2АД- Е. 
Характеристическое уравнение имеет двойной корень 


в=ы=1. 
Наконец, около точки’ {=4 имеем: 
те-пЕ= Е, 
р-аЕ ==, 


Ш И. ПРО О 
ЕЮ ПЕ ра 0, 
откуда, после вычислений, найдем: 
ЕВ 
Е*=—Р. 
Характеристическое уравнение имеет двойной корень 
У= У’ =— 1. 


Вычислим теперь показатели наших функций «а, а’, В, В’, 1, {’. Имеем: 


В в ме 151 йе 
РО ее 9 т ) 
р» По ау 15. 121 я 
В = = 2 Ве. И 
У ый и ИИ у 
ТЕР 21, 5+", Е НИ Г ЕЕ © Е 


Здесь Г, тт’, п, п’ — целые числа. Для их определения обратимся 
к функции 2. На основании формул (21) и (22) имеем 


1 
Е И ТА, 


(1 —а) (6 


Подставим вместо @ линейную комбинацию функций У, и У., опреде- 
ляемых для |{| < 1 формулами (7). Член с наименьшим показателем 
степени содержит {* и после интегрирования дает 

р 


а 1-1 
\: а я 


0 
Для существования этого интеграла необходимо выполнение нера- 
венства 
а—1> 0, 
или 
а > —1. 
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Так как о =[ целое, то необходимо 
(= 0: 
Точно так же 
а 0} 
Около бесконечно удаленной точки будем при вычислении жиметь сла- 
гаемое вида (с точностью до постоянного множителя): 
в а Иа 1и1\ви 
Ч 1 . >, 
ие 
И —а] #5) . Е. 
со со 
Для существования этого интеграла необходимо выполнение нера- 
венства 


В 0. 

Так как В есть целое число, то отсюда вытекает 
В > 1. 

Таким же образом находим 
В’ =1. 


Для |] и ]’ должны выполняться те же неравенства, что и для виа’: 
Ре 
т. е. мы должны иметь 


1 1 , . 


значит, 
п> 1 п>- 1, 
откуда 
1 р 1 
=. у -- 


Сумма всех показателей должна удовлетворять соотношению Фукса 


у ’ / 
ана РВВ НУ =. 
Это возможно лишь в том случае, если мы во всех неравенствах для 
показателей, соединенных со знаком равенства, возьмем знак равенства. 
Тогда получаем: 


’ , , 1 
Ча” ВЕ Е 


Система функций Й и К может быть определена с помощью функции 
Римана: 


О < 1 и 
1 

ро В (23) 
И р 1 
Е Е 


Пользуясь преобразованием Римана, можно свести эту схему к такой, 
где два показателя будут равны нулю. А именно: 


р В, т, И=г 1 97Р [0 ИИ 
Е в 1 ПР оао рр и 
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В нашем случае это дает: 


Е | Е т 
Ра ТР и 
ВИ и 

2 2 


0 
р 
0 
Функция Р правой части последнего равенства представляет систему 
решений гипергеометрического уравнения 


4?0 


+ (1—1 Е 


Ре {ато о: а ао = 0, (25) 


где а, 6, с связаны с показателями а, &’,...,]’ следующими соотноше- 
ниями: 
а=а-- В +1, 6б=а-+ В’, с=1-а— а”. 
В нашем случае 
Л Е 


Я —=-—- р —— 


9? о? И 


и следовательно, а уравнение выглядит так: 
О 
С а ЕО. 


Обозначим через 0; и 0, линейно независимые решения этого уравне- 
ния. Можно взять 


И. —=Р(а, = (5,54 г 
А =Р (5,5 И Г)ше-+б( уе 


Здесь Р (а, 6, с, {) — гипергеометрическая функпия, определяемая при 
|| <1 рядом 
В (&, 0,651) 1. 


В нашем случае 


аь 
- с 


а(а+- (+1) 
и 1:2. с (1) п. 


ЧО) 
со 2% 
к По сь (90—18 о 
6(0=4У| о: в ] : 
Й=1 т=1 


{Эс Мезтсег, стр. 240, или Е. Сопгзаф, Едаамоп а’Е ег еф ае Сачзз). 
Кроме того, известно, что функции И; и 0, могут быть предоставлены 
в виде эллиптических интегралов: 


аи 
а 
в аи т 
3 ) Уцчи-ш ие) 


(см. ЗсШезпоег, стр. 238, или Сопгза$). 


ИМЕН, Серия математич., № 3 
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Наши функции 2 и Г представляют линейные комбинации функций 
1 
2: 


0; и 0., умноженных на (1—1) 


7 40,4 ВИ, 
Е: 

р_ 61+ 00, 
ИГ. 


где А, В, С, р — произвольные постоянные, подлежащие определению. 
Рассмотрим промежуток 0 << 1. Так как функции 0, и 0, имеют 


вещественные значения в этом промежутке, так же, как и У 1—&, 


то условие 
УР) =0 


приводит к требованию, чтобы (С и Д были чисто мнимыми: 


Ее О-о 


Положим 
А=А’- 4”, В=В’-РаБ». 
Тогда 
ОК — бо ое ЕО 


| 
Из условия 1(Р — #2) =0 на отрезке (0, 1) вытекает: 
с =АА ОВ 
Обратимся к отрезку (—<о, 0). При переходе от положительных значе- 
ний { к отрицательным будем иметь: 


вв, 
И 1 ь 1 1 
0.=Е(+, = ‚) 15-Е (=, >, 4, :)-+6(0. 


Следовательно, 
р МЕН ЕВ Раб] 
И: 
Для того чтобы 1(2)=0 при {< 0, необходимо выполнение равенств 
А” пВ’=0, В” =0. 


Получаем: 
7 МВ) 0, + ВИ, 
Е. ь 
Е _ КАЦ, + ВО, 
р. 


(Мы отбросили значок ’у А’и В’, изменив таким образом обозна- 
чения.) 

Если теперь перейти к значениям # > 1, то функции 0, и 0, нужно 
будет заменить их аналитическими продолжениями. А именно, имеем 
такие соотношения: 


4152 1 
0, = р 7 У,, 


п 


16 10219 — 2 4 ]о2 
0, = Е в и ,, 


п 
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= (т, ь 1), 


УР (5, , 4—2) (1—6 (4—1) 


(функции Р и С представляются рядами, сходящимися внутри круга 
радиуса 1 с центром в точке &=1). 
Теперь можем переписать И в виде: 


ое (Че, = я ва.) 
п п 
ИТ 
Принимая во внимание, что при # > 1 


ИИ 
18 (1—#=15 (1—1) ть 
мы можем выделить явно мнимые члены в выражении для 7. А именно, 


где 


И = 


(А+ 48152) [7 2Ри ИР вид ви-и] 
1(2)= т 
Условие 1(2)=0 при #>1 приводит к равенству 
А-+4В182=0. 


Проверка показывает, что тогда условие / (Р) =0 для # > 1 выполняется 
тождественно. 

Теперь получаем для Й и Е формулы, содержащие лишь одну 
постоянную В: 


те а: 
в {—41820,+ 0}. 


Остается определить постоянную В, а также числа а и 6. Обозначим 
для краткости 


а ой: И, 
| 
И ([—4 1820, + О, а, 
ии ао 
Тогда з и } будут выражаться через интегралы от этих функций: 


=0 (1, 


ТЗ р ео 


При #=1 &=145; при #=6 2=1. Поэтому 


] 1 
в: = В \ (а, 


а 


5* 
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Далее, 


Введем отношения 


Тогда будем иметь: 


Из последних трех уравнений можно определить А, а и 6, когда 
заданы Н и р. Однако, вследствие большой трудности определения 
аиф из этой системы уравнений, можно было бы поступить так: 
считать заданными а и фи искать Н, 1, А. Произведя вычисления для 
достаточно большого числа значений а и 6, найдем серию значений 
А, ри Н, по которой можно будет, обратно, по заданным #й и Н 
отыскивать А, а и 6. 

Специальный интерес представляет определение «депрессионной 
кривой» АВ (т. е. линии свободной поверхности), вычисление длины 
промежутка высачивания 1, и расхода © через сечение ВС. Последние 
величины вычисляются по формулам 


= $41 \ ба 


= У. 


Уравнение свободной поверхности найдем, если отделим вещественную 
и мнимую части в уравнении 


1 
а. \ Оа-т т, 
1 


где # пробегает вещественные значения от 1 до 0. 

Указанные вычисления являются довольно длинными, но технически 
вполне выполнимыми. Мы надеемся проделать эту вычислительную работу 
в Математическом институте Академии Наук СССР. 

Отметим один частный случай задачи: если нижний бьеф отсутствует, 
т. е. если й,=0, то точка $ должна уйти в бесконечность. Положим 


В=В,У 6. 
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Тогда, переходя в формулах 0(1) и !(1) к пределу при Б->оо, 
получим: 


1 ; 
ЕВ) ( — (412 ® О, 0: 


Уи (а ’ 
Г 
В —41520, + О. А 
о: 
Далее, 
1 
В, | (к) аь, 
1—В, (0(0@, 
т 0 
9=—1в, (У), № =— В, | 0(0 4, 
где 
би = 82+ 0, +0, 
@) Уи— (@—а) 
ин 9820, + 0). 
Г Уи а) 
$3 


В качестве второго примера возьмем задачу о фильтрации воды. 
через экран, имеющий в сечении форму прямоугольного треугольника. 

Пусть мы имеем бассейн глубины й, из которого вода вытекает 
через экран СЕ в атмосферу (фиг. 5). Угол ЕСР прямой, ЕСО — непро- 
ницаемое основание. Отрезок СО равен [; 0 и 0, — углы, составляемые 
сторонами СЁ и ОР с горизон- 
тальной линией, ВА — свобод- 
ная поверхность. 

Уравнение стороны СВ 


9 0$ 0 — хзт 0 =0 


может быть записано в виде 
0. 
Уравнение стороны СО 
д 6080 узш 0 =0 
можно записать так: 
ие) =0 
Уравнение стороны ОА: В 
[(зе-) = сопз%. 
Отобразим область АВСРА на верхнюю полуплоскость плоскости 
комплексного переменного #{ так, чтобы точка А перешла в точку в ==). 
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В— вточку { =1, С—в точку { =а и О — в бесконечно удаленную точку 
вещественной оси. Введем функции: 


Тогда условия на контуре будут те, которые выписаны на соответствую- 
щих отрезках фиг. 6. 


-с0 (де) =0 0 1(1)=0 Г” = Иа 300 
Г И ПОХ Рева 
Фиг. 6 


Чтобы сделать точку {= а обыкновенной, будем рассматривать 
функции 
2=Уа—#2е-й, Е=Уа-фр. 
Когда ё < а, Такь вещественно;. будем считать аго (а —#)=0. Когда 
г >а./Уа—:= —ИУ1—а. Для функций 2 и Г условия на кон- 
туре изобразятся схемой фиг. 7. 


-с0 1(7е/8-%))=0 0. ЩЕ 2]=01 1(2)]=0 а 1(2)=0 со 

Ым и 

0 10Е-+Ке? 7)=0 Д = ОВ а о ИН й 
Фиг. 7 


По формулам (4) и (5) вычислим подстановки при обходе вокруг 
особых точек. Получим: 
При обходе точки 1=0 


2 = ен. - о-в К, 
.Р* — Клей (е?8, —1) 7 -- (1 — 2е21) Р. 
Характеристическое уравнение имеет вид: 
6818. А 2 о (20—60) 
Аде® (е? 8% —1) 1— 228 — 
=А8 — А (1 — е2%) — е?% —0. 
Корни этого уравнения: 
А = 
При обходе вокруг точки #=1 


и 9 . 
ПА е-28. 7 -|- Не е-8 РР, 


Е 
Здесь характеристическое уравнение 
с 2 
—201 __ 27 р—10 
е У п [22 ыы 
0 —1 — у 


имеет корни 
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* 


В окрестности бесконечно далекой точки имеем: 
7*—е-1 (6.07, 

Е* = Ще 0-6 (ей — 1) 7-Е. 
Характеристическое уравнение 

е-2 (в. 0 

е-18 (её —1) 1— д 


[ 
> 


имеет корни 
и=4, |’ = 6 0-%), 
Показатели о, а’, В, В’, 1, 7’ будут иметь такие значения: 


пы ‚_ №” й 7 

2 р, ом =. 9 

в _ р 9 — 6 ’ 
В= НА) В 9 в т, 

ру 1 НИ 1 0 р 
т 2 тт т * 2 аИ з 


Те же самые неравенства, что ив $2: 
а&--1>0, &’-1>0, 
у-1>0, У-1>0 
приводят здесь к неравенствам, соединенным со знаком равенства: 


Л 
а = 0, мы, 


1 0 
>. ы 


Около бесконечно далекой точки нужно поставить требование о сходи- 
мости интеграла 


о - 


1 
> тн 
для чего необходимо выполнение неравенства 


р 


Точно так же должно быть 
1 
у 
в. 
Принимая во внимание найденные выше для Ви и В’ значения, получим: 


Ви *, 


Условие 
ха’ ВЕТ =1 
приводит к необходимости принять 


ри У. ь — На 1 Е 0 
в. = 0; 6, 5. = Ца В А о у —= = ——. 


Введем такие обозначения: 
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Гогда 
НУ 
а =0, а’—5 — = В | Е 5, ===? {= 


Теперь составим схему Римана, которой определяется система функций 
Ри Е (см. формулу (24)): 


бутовый — п А — 0 
Р- Й #|=(1—® 2 Р 4 и 
=, А--Е— 5, —= = 


Вычислим величины а, 6, с: 


И 
а=а-- В 2 
7 и 
6 =&-- В => -+=— 68 
7 3 
с=1-та— а ===: 
Для |1| <1 можем взять за линейно независимые решения функции: 
Аа Л 
В (а, с 2) (=. 9+: — 6, э +5, г) ЕР, 
ру И Е. 
Р ЕЕ с - 1, 2— с, #1) 
- Иа 
1 
(5 ( 1+ =— 26, 5—6, Г) Е, 
а ИВЕ 
Ги РГ можно теперь представить в виде: 
АЕ, + ВЕ 
= АР, - ВР = 
1 2 у ? 
ЕР. Е 
РС. = УЕ. 


Вернемся опять к условиям на контуре, чтобы иметь возможность 
определить постоянные А, В, С, О. Так как, при 0 <#<1, [Е =0, то С 
и ) должны быть вещественными числами. Положим 
А=А’--:А”, В= В’ В". 
Нетрудно проверить, что 
ГЕЕ-- Ве) —0— (С-К соз 0.4”- К з1п 0.4’) Е,-+(Р-А с0$ В’ эт 08”) Е, Е 


ИР 
Отсюда должно быть 
С- Азш 0 А’ -- Асоз 0” =0, {26) 
Р- Аза 0 В” + К соз 0 В’ =0. (27) 


Перейдем к {< 0. Здесь имеем: 
90, 1 1 


д "е аа 6089, 


ГОР-- №ен7) = {СЕ соз ВА” -- К аш ВА’) Е, + [Ряпу — Ас0з (3-1) В’ 
т 
+ Ая (3-1) В"] Е} (1—1) *=0, 
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откуда должны иметь 
Фяту— Ас0з (3-1) В’-Е Аза (3-Е) В" =0. (28) 


Для того чтобы ‘получить другие уравнения между А’, А”, В’, В", С 
и О, перейдем от промежутка 0 <{< 1 к промежутку & > 1. Для этого 
нам придется заменить гипергеометрические функции Р, и РК. их ана- 
литическими продолжениями. Будем рассматривать сначала общий 
случай, когда а иа’, Ви В’, ти |’ не равны между собой и не отли- 
чаются на целые слагаемые. Тогда имеем такие формулы (см. Е. Сопгза%, 
ЕдааНоп 4’Е ег еф 4е Саизз); 
: Г (<) Г(е-а-—6 
Е, = Е (а, 6, с, 8) = ЕЕ 


РВ а 
ар И - (1—1)° РР (е—а,с —6,с--1—@— 6, 4—8, 


Р.=И- Е (ас +1, 6 —с-+1,2—с,1) 


РЕ. Е (а, 6, ао 1— с, 1—1) 
ы Г(2—ег(а-+ь-— с) 
Га - Ге) 

ХИ — 1) “Ре а 6 —бе1-фа—65,4— 4), 
Гипергеометрические ряды, стоящие в правой части этих равенств, 
сходятся внутри круга, радиус которого равен единице, с центром 
в точке 1=1. 

При #>1 имеем: агб (1 —#) =т (если при О<Е<1 агб (1 —#)=0); 
поэтому 


Е (а, в, а---1—с, 1—1) 


И #=#И— 1, 
(= (1—4)? [совп (с--а—5) -Рёвше (е—2—6)]. 
Приняв во внимание эти соотношения в условиях [7=0, ПЁЕ=0 при 
1 >1, получим еще три уравнения 


/ Г (с) Н Й = ЕН 
А Пе-@Гге-ы +8°т я а 56) —5, (29) 
[4’ Пе ИЕ + -- [В’созп (с—а—5) — 
р тЫ и. 
в ры ПРЕ ПЕ =0, . (30) 
Г (2— с) е р 
тя Рот аа 0) = е. 


Решение нашей ый системы урэвнений (26)—(31) приводит 
к таким выражениям всех постоянных через постоянную Л: 


С=ыр, 


где 
ы г(2—оГ(а)г(5)__ От т (а +:-8) 
ЕСЕНИН аб Р ит (3—8 зе 
А'-4- 54” = еек Л [В ре а. (++5-=) 
гр 


о. о. 
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Теперь в функциях 7 и Г остается одна произвольная постоянная 20: 


1 
И жи 8 а 
к [у (; ев, а, г) у СЕ. (в. 1+=—28, 5—6, ‚) 


ОЕ. уе 
1 
| ее 3 
ве (уче ве) НИЕ Ве, ве) 
р? 7 7 
И 
И: 


Далее, найдем 
+ 


#=р (а, 


0 


+ 
РГ 
24+ =Р (У (4+9. 
ра ` 
а 0 
Здесь введены обозначения: 


"(-е-28 11 1 8— 3 
О ый (1 э+:—6, =-б, г) 2р (г, 1+ =—26, 5—8, Г) 


= 


Г 2 
Е УЧИ =й 
у 
Е (учтен) че (вает в) 
| С) 


Для того чтобы найти постоянные ЛД и а, используем то обстоятель- 
ство, что нам должны быть известны глубина бассейна 1 и расстоя- 
ние [. Так как комплексная координата точки В есть 

2=1 00$ 0 1 з1п 6 = йе®, 
а для точки Д 

2 =1з1щ 0 —/ соз 0 = — Пей ` 
то получаем: 


вен = \ 0 (1) а, 


—пе'=р\ (ра. 


2—8 ны 


Из этой системы уравнений, задавая ряд значений для а, можем найти 
отношения -- и =. Проделав достаточно большое число вычислений, 


сможем по й и [ отыскивать аи Д. 


Расход @ через сечение ВС можно вычислить теперь по формуле: 
Ч 


9=р \ У (2) 1. 


а 


Обозначим комплексную координату точки А — верхней точки выхода 


трунтовой воды — через 1 -й.. Будем иметь 
о 
Е \ 0 (1) 4. 


—©< 


я Зе ы 
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Отметим два частных случая рассмотренного движения, когда общие 
формулы ‘не годятся, так как решения будут содержать логарифм. 


п . ры > 
1. Пусть 9=9.—=-5.. Это есть вместе с тем частный случай, отме- 


ченный в конце $ 1. Рассмотрение его может представить для нас 
интерес лишь с точки зрения проверки полученных формул, так как 
он уже разобран нами в конце $ 1. 

2. Второй случай представляет и само- 
отоятельный интерес. 


Положим =, 9, =0. Получим кар- 


тину, соответствующую движению с поло- 
сой дренажа ДР. (фиг. 8). Здесь будем 
иметь: 


< 
—> 
— 


а=0, = — 5, В 


| 
г 
=> 

| 
52| 2 
— 

1 

| 
==. 
| 
2] 


с. о. 


Поменяем местами в и а’, отчего наши решения, как известно, не изме- 
нятся, т. е. положим | 


= —>, в" = 0, В=4. в=5, у=- =. =. 
Тогда будем иметь: 
а=а-- В--1=0, 
=а+ +=, 
СЕМ Нав’ =>. 


Гипергеометрическое уравнение у нас не будет содержать функции У: 
Е(афУ’ + (1—+:) У’ =0. 
Непосредственное его интегрирование дает 


ое 


преиАЕЫ 
Схема Римана здесь имеет вид 
—- 1 —> в. о 9-00 
Е 2 ме» 2 
Р\ и Ре! 
ЖИВО я Я 

000 
причем Р| 1 1 0 + | представляет совокупность решений нашего гипер- 

я я 


геометрического уравнения 


фи У. 
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Следовательно, для Ди Е имеем 


АИ Е 
А-В — 
ИЩИ: 
не: 
т 
Е 1— Ут 


И а—1 

где А, В, С, р — постоянные. Для их определения обратимся к усло- 
виям на контуре. Для О<#<1 имеем 1(1Р)=0, откуда следует, что 
Си р чисто мнимые: 

и УЕ 
Положим 

ААА’. В=В’[1Р,. 

Условие 1 (РЁ —1%7) =0 приводит к равенствам 

СЕВА. В" 


Далее, для — © <{ < 0 можно написать, выделяя мнимости: 


Кв 
= А —& И 
И (1-8 ” 
Я НЫ НЕБЕ: 
Пе — 
те С’ ыы бу 
Иа И ий 


Здесь 10 имеет чисто мнимое значение, а потому для выполнения усло- 
вия [(ЁР)==0 необходимо, чтобы О’=0. Тогда и В’=0. 
Чтобы / (12) =0, необходимо, чтобы А”=0. Изменим теперь обозна- 
чения. Пусть 
Па. ВВ. 


тогда С’=АА. 
Теперь можем написать 


Ави У 


и о 
И:а—й | 
т 
Иа 9 
Посмотрим, что будет при #>14. Можем написать, выделяя явные 
мнимости: 
и 
в: [в Ван 
ры А И -+ - 
=. , 
И: уве 8 
КА 
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Видим, что условие Г(Р)=0 выполнено. Для выполнения условия 
1(2)=0 необходимо 


А+ Вк=0 или в. 
Теперь имеем : 
а(1- ну 
а т Чери 
И 1—1 : 
В К АЕ 
Иа - 


Переходим, наконец, к составлению выражений для функций ди], 
после чего сможем определить последнюю из произвольных постоян- 
ных А. Имеем: 

Е сы а 


У Г и ЕТ р 
2 А \ Е ЧЕ-Е 74, 


+ 
р а 
ПРО океана ) (#—а) в. 
Так как‘ при, #=4`2=4, /=,-2Ф, то 
сы, 
Сь=9 в. 
Так как при #=а имеем 2=0, /=$:, то формула для 2 дает 
0-4} Фе, (32) 
1 
где положено 
не ВЮВ 
Ф(= пи Е Ию 
ата 


а формула для } принимает вид 


а 
=—*4 
УЕ а Я 
1 
Далее, если в формуле для 2 положить #=о0 и воспользоваться ра- 
венством (32), то получим 


А} Фа. 


Это равенство вместе с равенством 
а 


®— 41 \ Фа 
З 
определяет как произвольную постоянную А, так и величину а. Однако, 
ввиду сложности вычисления а, можно поступить так же, как в пре- 
дыдущей задаче: задаться системой значений а и найти соответствующие 


39% Р. РОГООВАВМОУА-КОСНИХ.. 


А й 
значения а и пр 
а следовательно, при достаточном числе вычислений, по заданным 
Ти А можно будет найти А иа. После этого нетрудно будет найти 
{.=О, т. е. расход через сечение ВС, а также отрезок 1% — часть 


дренажа, занятую ЖИДКОСТЬЮ: 


. Тогда по заданным [ и а можно будет найти А ил, 


а. 
И” \ Ф( (4. 
—со 
Заметим в заключение, что из исследований Б. Б. Девисона (4) выте- 
кает, что наши задачи имеют единственное решение. Отсюда следует 
и однозначность зависимости параметров а, 6, А от Н, № и [в первой 
задаче и параметров а, А от Ги й — во второй. 


Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова. 2.ХИ.1937. 
Академия Наук СССР. 
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Р. РОГООВАВТМОХА-КОСН1МА. АМ АРРШСАТОМ ОЕ ТНЕ ТНЕОВУ 
ОЕ ШМЕАВ ОТЕЕЕВЕМТТАГ ЕФОАТТГОМ$ ТО СЕВТАТХ МОУЕМЕХТ$ 
ОЕ СВООМО УАТЕВ 


ЗОММАВУ 


Туо ргоешз аге зо]уеЯ 11 +113 рарег: 

1. Баррозе $Ваф же Вауе ап еаг{Феп аш \ИВ уегиса! \маПз оп ап 
прегтеаБ]е !оип4амоп (Пе. 3). УМе шар \е доташ АВСОЕА оп \е 
пррег Ба!-р]апе о{ {Ве сошр1ех уама е { ап@ сопз14ег \Ъе Гапсйопз 


= Иа) 6—8, Р=\У@—а) 0—5. 


ТЬе Боцпаагу сопа!йопз {0 Бе зайзЙей Ъу \№е шпсмопз 7 апа Ё оЁ а 
сошр!ех уамае аге гергезепе оп Но. 4. 

ш $1 ме Попа \Ъе забзибайор о{Ё 4Ъе Глпсйотз 0 апа ЕЁ аКег а 
сотр1ее гомп@ аБоаё а упбаг ро1пё (ог ае (4) ог (5)). Арр!у1п 
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Фе Тогиае (4) ме Ипа Ше заза о0з соггезроп@е 40 4Ве ро1пиз 
1=0, <, 1. Оп4ег &Ве сопа!аоптз о{ {Ме ргоеш \Ве лпс10тз Й апа Е 
сап роззезз оп!у гесш]аг з1иеиаг1ез. 

Нау!пз {оип4 Те т004з А, А’; м, д’; у, у’ оЁ 4Те сфагасбетзис еда- 
{10п, \е {еп Йп@ \е 1п41сез о! ог ласопв: 


12 А р , , 
ое .(, В, В р Ча Кс 
Того Феп 10 \е Гогшо]а {ог Й апа 10 ЕяасЬз геайол: 


д-ра’ ЕВЕ =Ь 

уе Чеегтше \Ше ш@1сез сотр|еёе]у. АЙег а же {ога В1летапи”з 
ГопсМоп УИ Ще Вер о! Гогпо]ае (23) ава (24). Тье зооп оЁ Ве 
ргоеш 13 оБашей 11 Гогш о{ ицебга!з оЁ пурегоеотлейг1с Гаасйопз 
а1у1аеа Бу У 1—1 (—а) 6—9. Тве Игее сопзбапйз А, а, ап@ В сап 
Бе дефегилиед Бу азшя Те Гогиа|ае !ог Ве 1епэз йа, 1, №». 

2. Те ргоШешт о! ИИтгамоп о{ мабег \гопёЪ а зсгееп Вауше {ог Из 
сгозз-зесоп а г1оЩапе4 4т1ап?]е (15. 5), аз ме аз Ме рагиса]аг 
сазе оЁ 013 ргоетш гергезее@ оп #15. 8, сап Бе зо]уе4 зно|Пату. 


